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Uloha IILS ... limitni 10 bodi; priamér 7,81; fesilo 26 studentt

a)

b)

d)

Zkuste vlastnimi slovy popsat postup konstrukce intervalovych odhadi stredni hodnoty
v pripadé obecného rozdéleni mérenych dat (postaci vlastnimi slovy popsat nasledujici:
centrdlni limitni véta a predpoklady jejiho pouZiti, kovariance a korelace (a jejich odhady),
vicerozmérna centralni limitni véta a predpoklady jejiho pouziti, zdkon sSiteni nejistot a kdy
ho Ize pouzit). Neni potreba uvddét presnd matematickd odvozeni, staci pozadované pojmy
a vlastnosti strucné popsat.

V prilozeném datovém souboru mereni3-1.csv najdete vysledky méreni urcité fyzikalni veli-
¢iny v. Predpokladejme, Ze si nemiizeme byt jisti, zda maji mérena data normalni rozdéleni.
Vyjadiete nejistotu méreni této fyzikdlni veli¢iny (nejistotu typu B neuvazujte), zkonstruujte
intervalové odhady na zakladé CLV a strucné interpretujte jeho vyznam. Jak by se zmeénily
vysledky a interpretace, pokud bychom méli k dispozici jen ¢tvrtinu méreni (feknéme prvnf
Stvrtinu dat z datového souboru)?

Predpoklidejme, zZe nasim cilem je namérit fyzikalni veliciny x a vy, které budeme chtit vyuzit
pro dosazeni do vzorce

v = Zay’
5 .

Predpokldadejme, ze diky znalosti zptisobu méreni jsme si jisti, Ze jsou vSechna méreni na
sobé nezavisla a ze zpracovani namérenych dat méreni mame nésledujici vysledky, které jsou
zaloZeny na velkém poc¢tu méreni (vice nez 30 méreni kazdé fyzikalni velic¢iny)
z=(52+0,1),
y = (12,84 £ 0,06) .

Urcete odhad fyzikalni veli¢iny v a nejistotu méreni fyzikdlni veliciny v.
Népovéda: Mohly by se vam hodit nasledujici vztahy:

9 (1 o 1,

5 (377) = 3"

9 (1 2\

Oy <2xy ) -
Pomoci simulace ve vypocetnim prostredi R demonstrujte platnost centralni limitni ve-
ty. Tj. generujte n-tice nezavislych realizaci nahodné veliciny, kterda nema normalni rozdéle-
ni (pro tento pripad pouZijte exponencidlni, rovhomérné a Poissonovo rozdéleni s libovolné

zvolenymi parametry) a na histogramu ukazte, Ze pokud na data provedeme nasledujici
transformaci

Ty — [
n
Vn 5
takto transformovand data uz budou rozdélena priblizné podle normélniho rozdéleni N (0, 1).
(Soucédsti hodnoceni bude i hodnoceni vzhledu grafi — zejména vhodné zvolené popisky os
a legenda.)

Bonus: Predpoklddejme, Ze nasim cilem je namérit fyzikalni veliiny x a vy, které budeme chtit
dosadit do vzorce

2 .
v =z"siny.
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Uvazujme nejobecnéjsi model méreni (tj. méfend data nemaji normdlni rozdéleni a méreni
riiznych fyzikdlnich veli¢in na sobé mohou byt zdvisld). V datovém souboru mereni3-2.csv mdme
vysledky meéreni fyzikdlnich veli¢in x a y, urcete nejistotu urceni veliciny v a zkonstruujte pro
ni intervalovy odhad. Michal se pokusil vymyslet limitne tézké zaddni seridlové ulohy.

a) Detailni odpovéd na tuto otdzku dostanete pouze prectenim 3. dilu seridlu, v tomto vzorovém
feSeni uvedeme jen ty nejdilezitéjsi véci.
Centrélni limitni véta je dilezitd pro zpracovdni méfenych dat (zejména pro intervalovy
odhad stfedni hodnoty), o kterych si nemiizeme byt jisti, ze maji normaln{ rozdéleni. Pokud
si ozna¢ime mérend data jako xi,...x,, potom centralni limitni véta fika, ze nasledujici
transformace nasich dat (musime si uvédomit, ze jde o ndhodnou veli¢inu, nebot zdvis{ na
nahodnych datech a nemtizeme tedy dopfedu znét jeji hodnotu)

Tn—
V=

konverguje v distribuci k rozdéleni N(0,1), nezavisle na tom, jaké rozdéleniEI méla nase
puvodni data. Matematicky zapsdno plati

\/ﬁ””s;“ L, N0, 1).

Pokud chceme v praxi pouzivat aproximace zalozené na CLV, musime si uvédomit, ze potte-
bujeme mit dostate¢né velky pocet méreni, aby byla takoviato aproximace presnd. Obecné
pravidlo zni:

e Pokud méme alespon 30 méfeni, potom je aproximace pomoci CLV velice presné.

e Pokud mame alesponi 10 méfeni, potom je aproximace pomoci CLV pouze ptiblizna,
ale stdle pomérné presna.

e Pokud méme méné nez 10 méfeni, potom miuze byt aproximace pomoci CLV znacéné
nepresna.
Pokud mérime vice fyzikalnich veli¢in najednou, musime se zabyvat také tim, zda nejsou
nase méfeni zavisla. Zavislost nasich méreni (tedy vlastné ndhodnych veli¢in) méfime pomoci
kovariance a korelace, které jsou pro dvé ndhodné veli¢iny X a Y definovany néasledovné
cov(X,Y)=E[(X — EX)(Y —EY)],
cov(X,Y)

corr(X,Y)=(X,Y) = .
( )= ) var(X) - var(Y)

Korelace je vhodné znormovand kovariance (muze nabyvat jen hodnot od —1 do 1) a vyja-
dfuje, jak moc jsou ndhodné veli¢iny linedrné zévislé (hodnoty kolem 0 zna¢i malou zavislost,
hodnoty blizké 1 nebo —1 znaéi velkou zdvislost). Pokud jsou veli¢iny X a Y nezavislé, po-
tom je kovarianéni i korelaéni koeficient roven 0 (obrdcend implikace ale neplat{). V praxi je

Ve skuteénosti je zde jesté podminka na koneény rozptyl.
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dulezité védét, jak z namérenych dat odhadovat kovarianéni a korela¢ni koeficient. K tomu
slouz{ vybérovy kovarianéni koeficient (resp. vybérovy korela¢ni koeficient) definovany jako

n

V(X Y) = Y (e —Tw) (s — ),

> (@i —T) (yi — Tn)
cort(X,Y) = =2
=

Na tomto misté musime poznamenat, ze pfi vypocétu vybérového kovarianéniho (resp. kore-
laéniho) koeficientu musime vzdy pouzivat dvojice odpovidajich si méfeni. Nelze postupovat
tak, ze si méfeni libovolné poparujeme.

Existuje i vicerozmérna verze CLV, kterd se zaobird pripadem, kdy chceme zmérit k fyzi-
kélnich veli¢in v(l), ..., v™® dosadit je do vzorce

v = f(v(l),...7v(k>)

a nasledné chceme urcit nejistotu meéteni fyzikalni veliciny v a konstruovat pro ni intervalové
odhady. Vicerozmérnda centralni limitni rika, ze v tomto pripadé plati

f (@77@) _f(v(1>>"‘7’u<k))
Nee

25 N(0,1),

kde v’ je vybérovy primér méfeni i-té fyzikdlni veli¢iny, v¥ je skuteénd hodnota i-té
fyzikalni veli¢iny a S? je vhodny normalizaéni koeficient, ktery se spocte podle vzorce

cov(v®) u(k))

2
— Snq __Vimg o -
cov(v(z),u(l)) cov(u@),v(’f)) ooty ()
2 9 — ) _ g .
=@ - s @) | - ]
. af (=
: : o (5
cov(v(9) v(1) . 5ot (V)

kde -
_ k
V= (1}5111)7 ey ’l)&;) .
Pro pouziti vicerozmérné CLV opét plati podobnd pravidla jako pro pouziti jednorozmérné
CLV, tedy:
o Pokud méme alespoii 30 méfeni kazdé fyzikalni veliciny v, ..., v®* potom je apro-
ximace pomoci vicerozmérné CLV velmi presna.
¢ Pokud mame alespon 10 méfeni kazdé fyzikalni veli¢iny, potom je aproximace pomoci
vicerozmérné CLV pouze priblizna, ale stdle pomérné presna.
e Pokud mame méné nez 10 méreni néjaké fyzikalni velic¢iny, potom muze byt aproximace
pomoci vicerozmérné CLV znac¢né nepresna.
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V pripadé, Ze si ze znalosti priabéhu experimentu muzeme byt jisti, ze jsou vsechna méreni
riznych fyzikdlnich veli¢in na sobé nezavisla (coz je v praxi velmi ¢asté), se vzorec na vypocet
&lenu S? velmi zjednodusi na tvar

e (k)
S = of (Uﬁ”)) (1)? of (”%k?) (k)2
= o0 Spy +oo 4 “ou® Sny, -

Tomuto vzorci se ¢asto Tik4 zdkon $ifeni nejistot (pfipadné zdkon propagace nejistot).
V obou pripadech mizeme konstruovat intervaly spolehlivosti pro vyslednou fyzikalni veli-
¢inu v. Ze znéni vicerozmérné CLV lze odvodit, ze plati

P (f (vfll),...,vﬁk)) —u—gS<f (v<1),...,v(k)) <f (v%l),...,vflm) —|—u1,%S) ~1—a.

Tedy intervalovy odhad pro skutecnou hodnotu vysledné fyzikdlni veli¢iny v bude mit tvar

(f (@a7@) iul—%s)

Fyzikové tento intervalovy odhad zapisuji zkracené jen jako

(f (on) £5)

a Clenu S rikaji standardni odchylka.
V prilozeném datavém souboru se nachdzi 40 namérenych dat, se kterymi budeme pracovat.
Nejprve musime spocitat vybérovy priamér nasich dat podle vzorce

40
1
Ti = 15 Z;a: — 9,826.

Déle spocitame vybérovou smérodatnou odchylku priumeéru podle vzorce

40

b=l
V nasem pripadé, kdy neuvazujeme zadnou nejistotu typu B, vyjadruje vybérova smérodatna
odchylka nejistotu méreni.
Podle teorie odvozené v seridlu bude mit asymptoticky intervalovy odhad zalozeny na CLV
o spolehlivosti (1 — «) tvar

(ﬁ + SnUi_g ) .

Pokud pouzijeme standardni zkréceny zapis, vyjde ndm nésledujici vysledek
(9,83 £+ 0,04).

Jelikoz jsme pouzili velké mnozstvi dat (tj. vice nez 30), bude aproximace pomoci CLV uz
velice presna. Tedy takovyto interval bude mit pravdépodobnost pokryti skutecné hodnoty
méfené fyzikdlni veli¢iny velice blizkou 68%.
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Pokud bychom uvazovali, ze mame k dispozici jen prvni étvrtinu méfeni (tj. prvnich 10
méfeni), dostali bychom jiné hodnoty vybérového priuméru a vybérové smérodatné odchylky
pruméru. Konkrétné bychom dostali

Z10 = 9,92,
S10 = 0,06.

Intervalovy odhad pro méfenou fyzikalni veli¢inu by v tomto pfipadé byl nasledujici (pou-
Zivdme zkriceny zapis)

(9,92 £+ 0,06).
Je zfejmé, ze za pouziti jinych vstupnich dat dostaneme jiné ¢iselné vysledky (i na tomto je
vidét, Ze vybérovy prumér a vybérova smérodatnd odchylka priméru jsou ndhodné velic¢iny).
V tomto pripadé jsme provedli méné méreni, takze jsme vcelku logicky dostali vétsi nejistotu
méreni. V tomto pripadé je ale nutné poznamenat, Ze néas intervalovy odhad byl zaloZzen na
pomérné mélo méfenich (jen 10 méfeni), takze v tomto pfipadé aproximace pomoci CLV
nemusi byt tolik presnéd. Tento interval ma tedy pravdépodobnost pokryti skutecné hodnoty
méfené fyzikdlni veliéiny pouze priblizné 68%.
Odhad fyzikélni veli¢iny v se zkonstruuje jednoduse tak, ze do funkce f dosadime odhady
fyzikalnich veli¢in x a y. V nasem pripadé dostaneme

1
Ty = f (T, ) = 552 12,847 = 428,65.
V tomto specidlnim piipadé, kdy mizeme méreni ruznych fyzikdlnich veli¢in povazovat za
nezavislé, muzeme na vypocet nejistoty méreni fyzikalni veli¢iny v pouzit zdkon sifeni nejis-

tot. VSechny potrebné tidaje mame zadané, takze staci dosadit. V tomto vzorovém resenim
budeme dosazovani délat postupné, aby bylo vSem jasné, jak jsme na nas vysledek prisli.

_ of @)\ w2, (0r@)\ (y>2\/<12>2 ()2 > (12 _
S = (am sn’ + By sn o= 5Un ) sn + (Tnyn) s’ =

1 2
- \/(2 : 12,842) £0,1% + (5,2 12,84)* - 0,062 = 9,165.

Kdyz bychom meéli zapsat intervalovy odhad pro fyzikalni veli¢inu v ve zkraceném tvaru,
vypadal by nasledovné
(429 +9).

S vyuzitim vypocetniho prostfedi R provedeme presné to, co se piSe v zadani. Nejprve si
zvolime prirozené ¢islo n. Toto ¢islo bude v nasem modelu predstavovat pocet méreni, které
pri konkrétnim experimentu provadime (budeme volit hodnoty v fddu nizkych desitek nebo
jednotek, coz je typicky pocet méfeni pii fyzikdlnich experimentech). Déle zvolime pocet
opakovani nasi simulace (idedlné zvolit co nejvyssi, v nasem pripadé zvolime 10 000).

Nyni uz muzeme zacit se samotnou simulaci. V kazdé jednotlivém cyklu vygenerujeme n
nezdvislych realizac{ ndhodné veli¢iny s uréitym rozdélenim, které neni normdln{ (v nasem
pripadé pouzivime rozdéleni Exp(2), R(0,10) a Poiss(2)). Z téchto n realizaci spocteme
nésledujici transformaci

t= =t (2)



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK Reseni XXX.IIL.S
kde p predstavuje skutecnou stfedni hodnotu rozdéleni, ze kterého jsme generovali pouzité
realizace ndhodné veli¢iny (tedy % u exponencialniho rozdéleni, 5 u rovhomérného rozdéleni
a 2 u Poissonova rozdélenf). Toto opakujeme celkem 10 000krat, ¢imz ziskdme transformace

t1,...,%10000-

Pokud centralni limitni véta plati, potom by mélo byt rozdéleni takto transformovanych dat

Vv

velice podobné rozdéleni N(0,1). Toto ovérime na histogramu a budeme zkoumat zdvislost

podoby s rozdélenim N (0, 1) na volbé n.
Nyni uz k samotnym vysledkim. Piislusné histogramy mutzeme vidét na obrézcich ﬂ, E, E, H,

, B, 11, B a B Ze vSech téchto obrazku je vidét, Ze limitni rozdéleni transformace méfenych
dat () je pravé rozdéleni N(0,1), pfesné jak iikd CLV. Je dobré si povSimnout, ze rychlost
konvergence je pro rizna rozdéleni mérenych dat rizna. Pokud ale provedeme alespon 30
méfeni, je uz rozdéleni transformace métrenych dat velice podobné rozdéleni N(0, 1), tedy

aproximace pomoci CLV uz bude v takovychto pripadech velice presna.
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Obr. 1: Histogram transformace mérenych dat pochézejicich z exponencialniho rozdéleni pro 5
méreni.
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Exp(2) - 10 méfeni
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Obr. 2: Histogram transformace méfenych dat pochazejicich z exponencidlniho rozdéleni pro
10 méfeni.
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Exp(2) — 20 méfeni
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Obr. 3: Histogram transformace méfenych dat pochazejicich z exponencidlniho rozdéleni pro
20 méreni.
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Obr. 4: Histogram transformace

5 10

meérenych dat pochazejicich z exponencidlniho rozdéleni pro

40 meéreni.
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R(0, 10) - 5 méfeni
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Obr. 5: Histogram transformace mérenych dat pochéazejicich z rovnomérného rozdéleni pro 5

meéreni.
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R(0, 10) - 15 méfeni
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Obr. 6: Histogram transformace méfenych dat pochéazejicich z rovnomérného rozdéleni pro 15

meéreni.
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Poiss(2) — 5 méreni
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Obr. 7: Histogram transformace mérenych dat pochézejicich z Poissonova rozdéleni pro 5
meéreni.

12



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK

Reseni XXX.III.S

Poiss(2) - 15 méfeni
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Obr. 8: Histogram transformace méfenych dat pochazejicich z Poissonova rozdéleni pro 15
meéreni.
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Poiss(2) — 30 méfeni
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Obr. 9: Histogram transformace méfenych dat pochazejicich z Poissonova rozdéleni pro 30
meéreni.
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Bonus: Jediné, co pro vyreSeni tohoto tkolu potfebujeme, je dosadit do vicerozmérné centralni
limitni véty. Nejprve vypocitdme nejistotu uréeni fyzikdlni veli¢iny podle vzorce ([l). K tomu
budeme potfebovat znat parcidlni derivace funkce f, které maji tvar

of(x,y) _,
T = 2z sin Y,
6f(.1‘7 y) .2
78y =X COSYy.

Nyni uz mizeme pséat, cemu se rovna nejistota urceni fyzikalni veliciny v

,
5@ Lv(nm‘y) <2zn sin yn)

5% = (QTsiHQT Tn? cong)
- n n n n - —2 R
cov(zy) ()7 Tn" COSTYn

n n

kde pouzivdme standardni znaceni. Za pouzit{ matematického softwaru (vypocetni prostieni R)
dostavame, ze nejistota urceni veliciny v je

S = 6,03.
Odhad veli¢iny v ziskéme pouze dosazenim vybérovych praiméru do nasi funkce, tedy
— 2 .
Un = T, SINYp.
Za pouziti matematického softwaru dostavame vysledek
Tp = 117,29.

Vicerozmérna centralni limitni véta potom f1ikd, Ze intervalovy odhad pro fyzikalni velici-
nu v bude tvaru
(Tn + S Uy — % ) .

Pokud pouzijeme zkriceny zapis intervalového odhadu a dosadime nase konkrétni ¢iselné vy-
sledky, dostaneme
v = (117 + 6).
Jelikoz mdme dostateéné velky pocet méfeni obou fyzikdlnich veli¢in (tj. vice nez 30) bude
tento intervalovy odhad uz velice presny.
Jen pro zajimavost na tomto misté uvedeme, ze pokud bychom predpokléddali nezavisla data
a pouzili bychom pouze zdkon Sifeni nejistot, dostali bychom vysledek

v=(117+7).
Vidime, ze rozdil v ziskanych vysledcich neni velky, nicméné je nutné poznamenat, ze takovyto

postup neni spravny, nebot zanedbava korelaci v nagich méfenych datech. V jinych prikladech
z praxe uz muze byt chyba, které bychom se takovymto zanedbanim dopustili, velmi velka.

Michal NoZicka

nozicka@fykos.cz

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.
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