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Uloha 1.5 ... na prochazce 7 bodi; priamér 5,14; Fesilo 59 studentt

Katka si vysla rano pred prednaskou na prochazku, aby vyvencila svého potkana. Vysla s nim na
rovny palouk, a kdyz byl potkan ve vzdalenosti x1 = 50 m od ni, hodila mu micek rychlosti vog =
=25m-s~! pod dhlem og. V okamziku vyhozu potkan vybéhl smérem ke Katce rychlosti v; =
= 5m-s~'. Naleznéte obecnou zavislost 1ihlu ¢ na case, kde ¢(t) oznacuje tihel mezi vodorovnou
rovinou a spojnici potkana a micku, a vykreslete tuto zavislost do grafu. Na zakladé grafu urcete,
zda je mozné, aby micek zakryl potkanovi Slunce, jenz se nachédzi ve vysce po = 50° primo pred
potkanem. Poéitejte s tihovym zrychlenim g = 9,81m-s~2? a pro zjednoduseni uvazujte, ze
hézime z nulové vysky. Mirek pozoroval, co se déje v trdvé.

Popisujme situaci ze soustavy spojené s potkanem, zde se jednd o vysSetfeni sikmého vrhu.
Oznacme z, y souradnice micku vzhledem k potkanovi. Poté dostavame

z(t) = 1 — (v1 + vo cos o)t ,
1
y(t) = vo sin apt — §gt2 .

Nyni jednoduse vyjadiime thel ¢ z pravoihlého trojihelniku potkan — micek — primét micku
na zem jako
. 1,42
y(t) vo sin apt — 59t
t) = arctg ——= = arct .
() & z(t) S (v1 + vo cos ap)t
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Obr. 1: Vyvoj thlu ¢ v zavislosti na case pro nékolik hodnot parametru ap.

Z obr. 1 vidime, ze pro thly zhruba od 21° do 80° je mozné, aby mic¢ek zakryl potkanovi
Slunce. ,,Je mozné* fikdme proto, ze jesté bude zaviset na velikosti micku a jeho vzdalenosti od
potkana, jestli dojde k iplnému nebo pouze ¢astecnému ,zatméni Slunce*.
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Pokusme se vSak vyjadrit tyto hranice presnéji. Nez zacneme cokoli pocitat, poznamenejme,
Ze nds zajimaji thly pouze z intervalu ag € (0°,180°).

Prvn{ nutnd podminka, kterd nds mize napadnout, je, aby existoval ¢as to, kdy plati p(to) =
= ¢o. Protoze funkce tg ¢ je na intervalu (0°,180°) prostd, muzeme ekvivalentné fesit rovnici

y(t)

t === 1
BP0 =) (1)
jejiz tpravou dostavame kvadratickou rovnici
th — t[(v1 4 vo cos ag) tg o + vo cos a] + x1tgwo = 0. (2)

Reseni takovéto rovnice existuje, pokud je jeji diskriminant vétsi nebo roven nule. Ozna¢me
koeficient u linedrniho ¢lenu jako b. Nerovnost

D=1V —2gx1tg90 >0

vyfesime numericky, feSeni pronikneme s intervalem (0°,180°) a dostdvdme novy, uzsi inter-
val (0°,83°). V tomto intervalu existuje feSeni rovnice (2), nicméné ¢as to, pro ktery je rovnice
splnéna nemusi byt fyzikalni, resp. mize byt zdporny nebo vyssi nez ¢as dopadul. Proto je
hledany interval pro «o podintervalem (0°,83°).

Dalsi jednoduchd podminka, kterd nas napadne, tentokrat postacujici, je, pokud potkan
micek podbéhne, nez micek dopadne, pak je jisté, ze bude existovat fyzikalné spravny cas to.
Jinak feCeno, tehdy bude moci micek zakryt potkanovi slunce.

Micek dopadne v ¢ase, kdy plati y(t) = 0. ReSenfm této rovnice dostavime

20 sin ag
timp = .
g
Déle potkan mine micek v ¢ase, kdy plati z(t) = 0. Cas, ve kterém tak nastane, vyjadiime jako
tmeet = a
meet T 1 + wo cos ag
Dostavame tedy nerovnici
1 < 200 sin g
v1 + vocos g g ’

kterou opét numericky vyfesime. V intervalu (20°,78°) tedy potkan mi¢ek podbéhne.

Nejjednodussi zpiisob, jak se vypofrddat s intervaly (0°,20°) a (78°,83°) je projit je nu-
mericky. Nakonec se tedy vratime k prvni metodé obrazkové, kdy zjemnime skoky v thlu ay,
vyneseme si zavislost ¢(t) do grafu a zjistime, jestli v néjakém case plati ¢ = pg. Celkové
ziskdvame interval® ap € (20°,83°), kdy mi¢ek miize potkanovi zakryt Slunce.

Obé numericka feseni jsme zvolili, protoze analyticky postup vede na rovnice 4. fddu. Moh-
li jsme se numericky vyporadat pifmo s rovnici (1), ale jisty vyznam prikladdme i rozboru
postacujicich a nutnych podminek.

Pfimé numerické feseni rovnice (1) v zdsadé odpovidd vytvoreni grafu 2, ze kterého muzeme
rovnou ¢ist vysledny interval thlia ag. Pro zvolené agp predstavuje odpovidajici vodorovné cara
zdvislost ¢(t) az do éasu dopadu micku na zem. Nasim tkolem je tedy najit obor hodnot ayg
iso¢ary pro ¢ = 50°.

1 V nasem piipadé ap € (0°,83°) C (0°,90°) viak redlné mize nastat pouze druhy piipad.
2Ve skuteénosti je dolni mez presnéji 20,17°, proto na obr. 1 vidime spravné, e pro rovnych 20,00° micek
nevystoupd dostateéné vysoko.
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Obr. 2: Zavislost vysky Slunce na case a thlu ap.

Komentare k doslym feSenim

Za spravny vzorec pro ¢(t) jsme udélovali 4 body a za spravny rozbor zakryti Slunce az 3
body. Sice samotny rozbor byl tézsi, ale otdzka byla mifend vice na samotnou zavislost p(t).
Protoze bylo potfeba udélat bodové rozdily mezi fesiteli, udélovali jsme za vétu , mize zakryt*
vychazejici ze zkousky dvou hodnot ap 1 bod ze 3 moznych. Za graf, ze kterého slo vycist uplné
feSeni (zavér ho neobsahoval) jsme udélovali plny pocet bodu, vzhledem k nejednoznacnosti
zaddni (mtze zastinit kvili velikosti micku, nebo jestli 1ze najit alespon jeden dhel «ap).

Mnoho lidi se snazilo vyjadrit tthel ap podle vlastniho pravidla, ze potkan musi micek chyt-
nout okamzité pti dopadu. Spravnym postupem ale bylo pouze vysetiit vysku Slunce v zavislosti
na vsSech moznych hodnotéach thlu ap.

Neékdo fesil, jestli vysledna funkce () ma dévat hodnoty z intervalu (—90°,90°), (0°,180°)
nebo to vyfesili absolutni hodnotou a dostali interval (0°,90°). Pokud vysledky spravné repre-
zentujete, pak na formé v zisadé nezalezi. Nicméné feseni tohoto prikladu obsahovalo v urc¢itém
bodé zacit Fesit (ne-)rovnice numericky. V tuto chvili po¢itac nejspis Spatné vyhodnot{ vysledky
v absolutn{ hodnoté (kdy micek potkanovi zakryje Slunce, a kdy je naopak micek za potkanem).
Toto Spatné vyhodnoceni se povedlo i nékterym z vas.

Cést Fesiteldt uvazovala, ze pokud mi¢ek zakryje Slunce, musi tak nastat béhem stoupéani
micku (potkan ale mezitim pribéhne bliZ) nebo ze micek potkanovi zakryje Slunce pouze pokud
potkan micek podbéhne (protipfikladem je napf. ap = 80°).

Uplné feSeni by mélo obsahovat i variantu, kdy Katka hdz{ midek za sebe. Pokud by byl
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potkan dostatecné rychly nebo Slunce bylo nize, stejné by mi¢ek mohl potkanovi Slunce zastinit.

Jakub Dolejsi
krasnykuba@fykos.cz
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