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Uloha VLE ... zakerny restitucéni koeficient 8 bodt; pramér 5,43;
fesilo 40 studentt

Pokud pustite hopik ¢i jiny pruzny micek na vhodny povrch, pak se zacne odrazet. Pri kazdém
odrazu se disipuje (ztrdci do tepla, zvuku atd.) kinetickd energie mic¢ku a ten proto nevyskoci do
pocatecni vysky. Definujme koeficient restituce jako pomér kinetické energie micku po dopadu
ku kinetické energii pred dopadem. Zavisi koeficient restituce na vysce, ze které micek dopadal?
Vyberte si jeden vhodny micek a jeden vhodny povrch (méreni na vice povrsich s vice micky
samozrejmé ndlezité ocenime), na kterém promérite zdvislost koeficientu restituce na vysce, ze
které micek dopadl. Experiment nélezité popiste a provedte dostatecny pocet méreni.

Karel mrzelo, Ze u ping-pongového micku md velky vliv odpor vzduchu.

Popis experimentu

Nasim tikolem je zméfit restituéni koeficient odrazu skdkacitho micku (déle jen hopik) od povrchu
pri raznych vyskach, ze kterych hopik na povrch pada. Toho 1ze dosdhnout raznymi zpusoby.
My budeme méfit ¢asy mezi jednotlivymi dopady analyzou zvuku pomoci programu Audacity®.
Postupovat budeme tak, ze pustime hopik z urc¢ité vysky a nechdme jej volné se odrazet tak
dlouho, dokud to bude mozné (pfili§ malé odrazy, tihel odrazu se odchyluje, ...). Konkrétni
koeficienty restituce pro jednotlivé dopady (stejné jako vysku, ze které hopik padal) vypocitdme
z ¢asovych rozdili mezi pfedchozim a mérenym dopadem, a mérenym a nésledujicim dopadem.
Timto zptisobem jsme schopni ziskat pomérné velké mnozstvi relativné presnych dat.

Teorie

Necht ¢; je Cas mezi predchozim a mérenym dopadem, t2 Cas mezi méfenym a nasledujicim
dopadem a e je koeficient restituce kolize hopiku s povrchem.

Nejprve uvazujme situaci bez vlivu aerodynamického odporu. Necht h; je vyska v bodé
obratu hopiku pred méfenym dopadem a hs vyska v bodé obratu po méreném dopadu. Hopik
se pohybuje v souladu s feSenim pohybové rovnice pro pad z klidové vysky ho

1
h=ho— 59# .
Potom tedy plati
1
hl = égt%7
1

Koeficient restituce e je definovan jako podil kinetickych energii po odrazu a pred odrazem.
V modelu bez odporu vzduchu jsou tyto energie podle zékona zachovani energie imérné vyskam
bodt obratu,tedy

_ B mghy _ 13

e=—— =2,
Ekl mgh1 t%
Takze zévislost koeficientu restituce na vysce vypusténi hopiku bude mit tvar
3
e(h) =e(h1) =e(t1) = 2 (1)
1

'http://www.audacitytean.org/


http://www.audacityteam.org/
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Odpor vzduchu

V zavislosti na parametrech a metodice Vaseho experimentu mutze hrat odpor vzduchu vétsi ¢i
mensi roli. Proto by se mél kazdy experimentator presvédcit o tom, jaky vliv ma aerodynamicky
odpor v daném uspotadani?

Velikost odporové sily lze dobfe piiblizit pomoci Newtonova vztahu®

1
F = 50@5’112,

kde C je soucinitel odporu, g je hustota vzduchu, S je plocha primétu hopiku do roviny kolmé ke
smeéru relativniho pohybu hopiku a vzduchu, v je velikost vzajemné rychlosti hopiku a vzduchu.
Smeér této sily je vzdy proti relativhimu pohybu hopiku vici vzduchu. Newtoniv vztah dobre
popisuje aerodynamicky odpor pro vétsi rychlosti. Pro nizké rychlosti sice hodnotu odporu
podhodnocuje, ale pro tyto velikosti rychlosti jsou odporové sily stejné zanedbatelné, proto
Newtonuv vztah popisuje nas systém dobife. Nami pouzité hopiky se daji aproximovat kouli
o priuméru d a hmotnosti m. Hodnotu Reynoldsova c¢isla 1ze odhadnout jako

Re = @ R

v
kde v je kinematickd viskozita vzduchu (nalezneme v tabulkdch). Kvalifikovanym odhadem
Ize nahlédnout, Ze v nasem pripadé presdhne misty hodnota Reynoldsova ¢isla 10000, takze
aplikace newtonovského odporu je na misteé.
Definujme k jako

T od?

16 m
kde jsme tiSe polozili C' = 1/2 jakoZzto souéinitel odporu pro kouli. Pohybové rovnice hopiku
mezi odrazy ma potom tvar

h=—g=+kh?

kde znaménko + nabyva hodnoty — pro pohyb hopiku nahoru a + pfi pohybu hopiku doli.
Tato diferencialni rovnice méa feseni

hy = H1 + %ln (cos (\/QTC(Tl - t))) )

h_ = Hy — %ln (cosh (M(TQ +t))> ,

vr=he = —/Tig (Vok(mi+ 1),

—/Zien (VVok T+ 1)),

kde Hi, Ha, T4, T» jsou konstanty, a znaménka v dolnich indexech urcuji smér rychlosti v = .

Uvazujme pohyb hopiku mezi odrazy, ktery trva ¢as T'. Necht hopik dosidhne bodu obratu
v Case t = (0. Déle polozme H; = H2 = 0 jako vysku bodu obratu, podobné 71 = T> = 0. Necht

S
[

I
>
Il

?Nestadi fakt, ze Vam data vychéazi ,pékné®, jak se ukdZeme pozddji.
3Skripta KFPP MFF UK, rovnice 4,146; 10. 5. 2016 http://physics.mff .cuni.cz/kfpp/skripta/kurz_fyziky_
pro_DS/display.php/kontinuum/4_6


http://physics.mff.cuni.cz/kfpp/skripta/kurz_fyziky_pro_DS/display.php/kontinuum/4_6
http://physics.mff.cuni.cz/kfpp/skripta/kurz_fyziky_pro_DS/display.php/kontinuum/4_6
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(prvni) odraz hopiku od povrchu nastal v éase t = —t1, a (druhy) dopad hopiku na povrch
v Case t = t2. Potom plati
T =1t 412,
1 1
hm = % In (cos (\/gk (tl))) =7 In (cosh (\/gk (t2)>) , (2)
v= /Tt (Vok 1)), 3)

o ==/ Zen (Vok ), (4)

kde hm je vyska bodu obratu nad povrchem, v je rychlost hopiku bezprostfedné po (prvnim)
odrazu a v je rychlost hopiku p¥i (druhém) dopadu na povrch? Z rovnice (2) dostaneme vztah

mezi t1 a t2
cosh (\/g%(tg)) =1/cos (\/g>k:(t1)) .

Odtud jiz muzeme ziskat zajimavy parametr — pomérnou ztratu energie nasledkem aerodyna-
mického odporu (tj. obdobu koeficientu restituce pro let). Ozna¢me jej ey, plati pro néj

v? _ tgh? (acosh(1/ cos (v/gkt1))) — cos? (\/giktl),

ey = —5

vg tg? (Vgkt1)
coz muzeme pomoci (2) vyjadrit jako

ey = o 2khm )
Podle velikosti parametru maximéalnich hodnot e, muzeme upravit dalsi postup:

1. (1—ev < 1—e): Odpor vzduchu m4 na vysledek experimentu maly vliv, jeho zanedbadnim
nedojde k velké chybé. Piikladem miuze byt velky, tézky hopik na dobte odrazivém povrchu
poustény z velmi malé vysky.

2. (1 — ey < 1): Odpor vzduchu bude mit pravdépodobné® nezanedbatelny vliv na vase
vysledky a proto byste se méli pokusit jej pri zpracovani zohlednit. V pripadé potieby je
mozné provést linearizaci

ey = e Fhm o khm .

3. (ev je maly): V tomto ptipadé bude hrat odpor vzduchu kli¢ovou roli ve Vami namétenych
hodnotéach. V disledku toho je také mozné, ze ziskani hodnot koeficienti restituce odra-
zivosti nebude ani po zapocteni korekce mozné, kvili chybam pti provadéni této korekce.
V této oblasti se nachazi naptiklad pingpongové micky pousténé z vysky nékolika metri.

vvvvvv

hodnotami ey; je t¥eba z ¢asu T uréit rychlosti® vo a v17

4Za povsimnuti stoji limitni pfechod do modelu bez odporu vzduchu pro k jdouci k nule, potom napiiklad

tg (1/gkt1) = 1/ gkt1 a potom vg = gt1 etc.

5V zévislosti na nepfesnosti vaseho méreni.

i energie

7Kdybychom to neprovedli, nids model formélné pfedpoklddd rovnost vg a v1, proto pfi vypoctu koeficientu
restituce po vydéleni ey (h1) bychom do feSeni stdle vnaseli chybu.
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Predpokladejme, 7e® khm < 1 a oznaéme

= okt 72 = \/ghts; T,Q LQH

|71 — 72
AT = ———
T 2

Vzhledem k tomu, ze
2 = gkt} ~ 2khm ,

Z (2) ziskdme

cosTi = 1/coshrs.
Hodnoty 71 a 72 ofekdvime pomérné malé, proto rozvinme tuto rovnici pomoci Taylorova
rozvoje do patého radu

2

574
1_?+ﬂ+0(“) L= gy o),
odkud ,
575 2 2 2
- =5 572 T 515 — T
2 2 12 2 1 2 2 1
AT — Rl )1+ ) a (- ).
- 12 12 12

Uvédomime-li si, ze 71 =7 — AT a 70 = 7 + A7 a tudiZ ze 75 — 7 = 47 A7, dostaneme
A8TAT ~ 75 (575 — 1) &~ (77 4 27 AT + A7) (472 + 127 AT + 4AT?) ~ 47t .
Tedy muzeme priblizné vyjadrit 71 jako

3

T

le’r—ﬁ,
3

TQ%T-‘FE,

odkud dosazenim do (2), (3) a (4) ziskdme funkce hm(T"), vo(T') a v1(T). Oznacime-li nyni casy
Ty cas mezi predchozim a méfenym dopadem a 75 mezi méfenym a nasledujicim dopadem,
potom pro koeficient restituce bude platit

<
o
—
S
~

e(hm(Th)) = (6)
Vysledky méreni

Pfi nasem méreni jsme provadéli pro tii hopiky stejné formy: ¢erveny, modry a zeleny. Jednalo
se o hopiky kulového tvaru.
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Tab. 1: Naméfené priméry hopiku.

de dmn d,
mim mim mim
30,24 30,28 30,41
30,01 30,04 29,77
30,35 29,96 29,74
29,62 29,93 29,63
29,84 30,08 29,86
29,79 30,03 29,91
30,12 29,76 29,90
29,92 29,79 30,00
30,04 29,83 30,16
30,22 29,84 30,25
29,85 30,02 30,21
29,94 29,96 29,94
29,88 30,10 30,36
29,87 30,04 30,27
30,16 29,96 30,00

Meéreni priméri

Meéreni primeértu jsme provadéli digitdlnim posuvnym méridlem s rozliSenim 0,01 mm. Chybu
méfeni jsme stanovili na 0,01 mm. Pfi méreni je tfeba dbat na to, abychom pfi méfeni nede-
formovali hopik — namétfené hodnoty by potom neodpovidali skutecnym klidovym rozmeérum.
Méfeni jsme 15krat opakovali v riznych smérech abychom zamezili dal$im systematickym chy-
bam. Vysledky jsou v tabulce 1. Pritom jsme oznacili dc je prumér ¢erveného hopiku, dm je
prumér modrého hopiku a d, je prumér zeleného hopiku.

Praméry hopiki byly tedy uréeny jako®

de = (29,99 + 0,06) mm
dm = (29,97 £ 0,04) mm,
d, = (30,03 £ 0,07) mm.

Méreni hmotnosti

Hmotnosti jsme mérili pomoci digitdlnich vah s presnosti 0,01 g. Vysledky méteni jsou v tabulce
2, pricemz mc je hmotnost ¢erveného hopiku, m, je hmotnost modrého hopiku a m, je hmotnost
zeleného hopiku.

8V nagem pripadé soucin khmax nepresadhl hodnotu 0,05.
9Zpracovémi dat provddime napiiklad podle: Zpracoviani méreni, text fyzikdlni olympiddy; 10. 5. 2016 http:
//fyzikalniolympiada.cz/texty/mereni.pdf


http://fyzikalniolympiada.cz/texty/mereni.pdf
http://fyzikalniolympiada.cz/texty/mereni.pdf
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Tab. 2: Hmotnosti hopikii.

Mec Mm My
g g g
20,68 20,77 21,01
20,68 20,79 21,03
20,70 20,78 21,00
20,70 20,74 21,00
20,71 20,77 20,99

Hmotnosti tedy byly urceny jako

me = (20,69 +0,02) g,
mm = (20,77 £0,02) g,
m, = (21,01 +0,02) g.

Meéreni Casli mezi dopady

Bylo zaznamenéano celkem 397 relevantnich dvojic ¢asu. Vzhledem k mnozstvi zde primo neu-
vedeme tabulkovy vycet!l®

Chybu urc¢ovani ¢asového tdaje jsme stanovili na 2ms (vice o tomto nize), chyby vypocte-
nych velidin se poté uréovali podle zdkonu hromadéni chyb?!

Zavislost restituc¢niho koeficientu na vysce
Bez odporu vzduchu

Nejprve urceme zavislost restituéniho koeficientu na vysce bez zapocteni odporu vzduchu, tedy

podle (1). Vyslednd data jsou vynesena na obrdzcich 2, 3 a 4, kde cer-necor jsou data pro

cerveny hopik, mod-necor jsou data pro modry hopik a zel-necor jsou data pro zeleny hopik.
Funkce cer-necor-fit(h), mod-necor-fit(h) a zel-necor-fit(h) jsou potom linedrni funkce

cer-necor-fit(h) = acnh + ben ,
mod-necor-fit(h) = amnh + bmn ,
zel-necor-fit(h) = amh + bon ,

%Data lze docasné nalézt zde: https://uloz.to/x8FaouBz/times-data-pdf
7 pracovani méfeni, text fyzikalni olympiady; 10. 5. 2016 http://fyzikalniolympiada.cz/texty/mereni.pdf


https://uloz.to/x8FaouBz/times-data-pdf
http://fyzikalniolympiada.cz/texty/mereni.pdf
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kde koeficienty byly ziskédny pomoci linedrni regrese'? piislusnych dat s vysledkem

0,017 4 0,003)m™",

aen = (—

ben = (0,776 £ 0,002)
Gmn = (—0,015 +0,002) m ™",
bun = (0,782 + 0,003) ,

am = (—0,016 £0,02) m ™",

b = (0,759 £ 0,03) .

P1i tomto zpracovani ndm koeficient restituce s vyskou mirné klesé, coz by mohlo byt v souladu
s faktem, ze jsme zanedbali vliv odporu vzduchu. Provedme tedy zpracovani i s korekci na
odpor vzduchu.

Korekce na odpor vzduchu
Namisto podle (1) zpracujme vysledky pomoci (6); zpracovand data vynasime do obrézku 5, 6
a 8. V pouzitém oznaceni cer-cor jsou data pro ¢erveny hopik, mod-cor jsou data pro modry
hopik a zel-cor jsou data pro zeleny hopik.
Funkce cer-cor-fit(h), mod-cor-fit(h) a zel-cor-fit(h) jsou potom linedrni funkce
cer-cor-fit(h) = acch + bec ,
mod-cor-fit(h) = amch + bme ,
zel-cor-fit(h) = azch + bse
kde koeficienty byly ziskdny pomoci linedrni regrese na prislusna data jako:
ace = (0,017 £ 0,003)
bee = (0,776 £+ 0,002)
ame = (0,020 + 0,002) m
bme = (0,782 + 0,003) ,
aze = (0,017 +£0,02) m ™",
b, = (0,760 £ 0,03) .

-1
m
)
-1

)
)

P1i zapocteni odporu vzduchu ndm nyni koeficient restituce s vyskou dokonce mirné roste.

Diskuze vysledkii

Pti zanedbédvani odporu vzduchu koeficient restituce klesal s rostouci vyskou, coz je v souladu
s oc¢ekavanymi vysledky. Po zapocteni odporu vzduchu restitu¢ni koeficient s vyskou dokonce
mirné rostl, a to srovnatelné rychle jako klesal bez uvazovani odporu vzduchu. Tento vysledek
je mirné prekvapivy, jeho vysvétleni mtize byt napriklad takové, ze vzhledem k tomu, zZe jsme
méreni provadéli na linoleu, mohlo pii dopadech na néjaké kapsy ¢i deformace v linoleu dochéazet
k disipaci urcité casti energie, ktera prilis neroste s vyskou. Muze se také jednat o systematic-
kou chybu méfeni casu — ¢asy dopadu jsme urcovali ze zavislosti tlaku na ¢ase — pracovali jsme

12Regresi jsme provadéli pomoci programu gnuplot, http://www.gnuplot.info/.


http://www.gnuplot.info/
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s rozliSenim fadové vétsim nez je stanovend chyba, nicméné jednozna¢né urcit okamzik nastupu
vlny zptisobené dopadem na misty ne prilis tichém pozadi je pfi téchto presnostech problema-
tické. Data jsme proto zaokrouhlovali na celé milisekundy a chybu stanovili vétsi (s pfipo¢tenim
moznosti ndhodnych lidskych chyb). Nicméné nelze zcela vyloucit eventualitu, Zze pfi uréovini
casu dochézi ke zkresleni systematicky v zavislosti na hlasitosti dopadu — tedy na vysce. Tento
vliv by nemél byt velky, ale ani celkovy rust koeficientu po korekci neni velky.

Dalsi vliv mohl byt horizontalni pohyb hopiku. V nékterych pripadech se stalo, ze se hopiky
zacaly pohybovat v horizontdlnim sméru. V prvnim pfiblizeni pfi malém pohybu by vysledna
chyba byla zanedbatelnd, protoze pti dopadech lze translac¢ni kinetickou energii rozlozit na ho-
rizontalni a vertikdlni slozku a pouzité vztahy by pro tu vertikalni mély porad platit priblizné
stejné. Skutecné vlivy tohoto pohybu lze nalézt az pfi hlubsi analyze — vliv rotace hopiku, vliv
vzdalenosti od mikrofonu (obcas i vice nez metr a 1 metr ~ 3 milisekundy, v rdmci jedno-
ho skoku micku byl rozdil samoziejmé mens{) a hlavné energetickd ztréta vertikdlni kinetické
energie, ziskal-li mi¢ek horizontalni slozku hybnosti pfi dopadu. Pri nasem experimentu jsme
se samoziejmé snazili vyradit ta méfeni, kde vliv horizontalnitho pohybu byl nezanedbatelny,
ale protoze toto vyrazovani jsme provadéli manualné a subjektivné, je mozné, ze ve vysledném
souboru je vliv tohoto jevu jiny pro malé a pro velké vysky.

Déle je dobré poznamenat, ze z uvedenych grafi ¢lovék muze ziskat dojem, ze jak chyby
méreni, tak zmény restituce s vyskou jsou vyraznéjsi nez je tomu ve skutecénosti — proto z duvodu
ndzornosti jesté uvedeme graf zavislosti doby (n+1)-ho skoku na dobé n-tého skoku, viz obrézek
8.

Co se tyce vlivu povrchu na experiment, predpoklddand velikost restituc¢niho koeficientu pro
srazku dvou téles (v nasem piipadé hopiku a podlozky-povrchu) je

_ Eie1r + Eqean

c12 E1 + E> ’

kde e;; je koeficient restituce pro srazku téles ¢ a j, E; je Younglv modul pruznosti télesa i.
Neékolik nagich orientacnich méfeni pro ruzné hopiky a povrchy se kvalitativné shoduje s timto
vztahem.

Zavér

Zmérili jsme zavislost koeficientu restituce na vysce, ze které byl hopik padal. Zavislosti maji
pro linoleovy povrch a tii hopiky stejné série podobny charakter, na méreni ma odpor vzdu-
chu nezanedbatelny vliv. V zavislostech 1ze po korekcich pozorovat mirny nérust. Koeficienty
restituce se pohybovali v rozmezi 0,76 — 0,81.

Obecné poznamky k metodice

Pokud jste se rozhodli méfit v tomto experimentu éasy optickymi metodami (at uz ze zdznamu
nebo od oka stopkami), tak plati obecnd poucka, Ze je lepsi méfit Casové intervaly mezi casové
lépe lokalizovatelnymi jevy — tj. mezi dopady, nikoli mezi dosahy maximalnich vysek'® V tom
pripadé je mensi samotnd chyba méfeni Casu, ale ve VAmi zvoleném postupu muze byt lepsi
meérit casy mezi maximy, pokud se to do dalsitho zpracovani hodi.

13Podobné, méFite-li doby kmité matematického kyvadla, je lep§i méFit doby mezi pritkyvy minimy, nez mezi
obraty v maximech.
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Snazite-1i se vy¢ist ¢asy (at uz dopadi ¢i dosazeni maxim) ze zdznamu a nemate k dispozici
rychlobéznou kameru, miize se stat, ze Casovd odlehlost jednotlivych snimku (typicky nékolik
malo setin sekundy) bude do méfeni vnéset prilis velkou chybu, miZete pohyb mi¢ku interpo-
lovat z pozice na snimcich okolo pozadovaného jevu. K tomu VAm miuze poslouzit naptiklad
program Tracker!?

V pfipadé vyéitdni poloh maxim ze zdznamu muze rovnéz poslouzit program Tracker. Jen
je zde treba dat pozor na spravnou kalibraci a zamyslet se nad perspektivou zaznamenavaného
obrazu.

Komentare k doslym resenim

Hleddme-li zévislost veli¢iny A na veli¢ing B, nemaji typicky hodnoty AA; = A; — A samy
o sobé smysl. Rozmyslete si, ze velikosti téchto hodnot jsou zavislé naptiklad i na tom, jak husté
v kterych intervalech veli¢iny B méfeni provadime. Jestli tedy tuto hodnotu déle nevyuzivate,
neni tfeba ji uvadeét.

Mnoho z Vés si neuvédomilo, Ze kdyz na téleso pusobi proménna sila, je tieba veli¢iny jako
je hybnost nebo préace pocitat integralem, nikoli pouze vynasobenim.

Mnoho fesitela se rovnéz rozhodlo nevynéset hodnoty do grafu. Grafy ve zpracovani vysledku
jsou nesrovnatelné nazornéjsi nez data v tabulce. Navic v ulohach typu zjistéte zdvislost, jako
byla napfiklad i tato tloha, jsou grafy jesté vice zadouci. To plati dvojnédsob, chcete-li vase data
fitovat néjakou funkeci.

Lubomir Grund
grund@fykos.cz
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Obr. 1: Méreni hmotnosti a poloméru hopiku
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Obr. 2: Zévislost koeficientu restituce odrazu cerveného hopiku na vysce od linolea — pfi
zanedbani odporu vzduchu.
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Obr. 3: Zévislost koeficientu restituce odrazu modrého hopiku na vysce od linolea — pfi
zanedbani odporu vzduchu.
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Obr. 4: Zavislost koeficientu restituce odrazu zeleného hopiku na vysce od linolea — pri
zanedbani odporu vzduchu.
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Obr. 5: Zavislost koeficientu restituce odrazu ¢erveného hopiku na vysce od linolea s korekci
na odpor vzduchu.
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Obr. 6: Zavislost koeficientu restituce odrazu modrého hopiku na vysce od linolea s korekci na
odpor vzduchu.
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Obr. 7: Zavislost koeficientu restituce odrazu zeleného hopiku na vysce od linolea s korekci na

odpor vzduchu.
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Obr. 8: Zavislost doby (n + 1)-ho skoku na dobé n-tého skoku
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