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Mili resitelé!

I v novém kalendainim roce jsme pro vas pripravili autorska reseni tloh druhé série, ktera
pravé dostavate do rukou spolecné se svymi opravenymi tllohami. Na konci brozurky se pak
miuiZzete potésit pohledem na aktualizovanou vysledkovou listinu.

Na péatek 13. tinora pro vas chystame jiz tfeti roénik FYKOSiho fyziklani a budeme velmi
potéSeni, zucastnite-li se jej i vy se svymi spoluzaky ¢i 1épe spoluzackami. Podrobnéjsi infor-
mace, pravidla soutéze a zpravodaj z lonského ro¢niku najdete na nasich webovych strankach.

Ptiznivce akce Jeden den s fyzikou zveme na Karlov ve ¢tvrtek 5. tnora 2009. Detailni
informace v€etné programu najdete na adrese http://www.mff.cuni.cz/verejnost/jdf/.

Také bychom vas touto cestou chtéli upozornit na novinku na nasich internetovych stran-
kach. Po registraci (vyzadujeme adresu pro posilani feseni, skolu, rok maturity a e-mail) méte
pristup do nové uZivatelské sekce. Zde muzete nejen uploadovat sva feSeni, ale také upravo-
vat své prispévky v diskusnim féru a nastavit si notifikace o nové pridanych. Rovnéz muzete
sledovat, ktefi uzivatelé jsou pravé online. Kromé toho ze svého uzivatelského uc¢tu mate nej-
jednodussi zpusob piihldseni na DSEF a Fyziklani.

Vasi organizatori

Zadani |V. série

Termin odeslani: 23. tinora 2009

Uloha IV .1 ... Kyklopovo zrcadlo
Zkuste vypocitat, jaky tvar by mélo mit zrcadlo, tak, aby se v ném kyklopova hlava jevila
jako ¢tverec. Kyklop méa hlavu ve tvaru koule s okem uprostied.

Uloha IV .2 ... na tenkém ledé&

Je znamo, ze led vystaveny vétsimu tlaku snizuje svou teplotu tani. Funguje tento jev pfi
brusleni (tedy, je tlak brusle dostate¢ny, aby se led rozpustil i p¥i nizkych teplotach)? Pokud
ne, co jiného zarucuje hladky skluz?

Uloha IV .3 ... viéek neboli kaca

Inzenyti v NASA chtéji vyuzit setrvaéniki jako 0lozisté energie pro druzice. Poradte jim,
jakou maximalni energii mohou ulozit do rotujiciho valce o poloméru r. Na jakou maximalni
thlovou rychlost w lze roztocit setrvacnik, nez praskne?

Uloha IV .4 ... Sachovnice

Jisté znate pohadku o chytrakovi, ktery si udélal legraci z krale tim, Ze mu dal za tkol
na policka Sachovnice vyskladat postupné 1, 2, 4, 8, 16, ..., 25 zrnicek ryze po Fadcich zleva
doprava). Vétsinou se ale nedodéava, zZe se chytrak velmi podivil, kdyz kral Sachovnicovy stolek
nechal pfinést. Spoctéte, kde byl vypodlozen, aby zrnicka nespadla. Zrnicka jsou hmotné body
umisténé ve stfedu poli. (Pfesnéji fedeno néas zajima poloha tézisté Sachovnice s ryzi.)
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Uloha IV . P ... zachrarite fyziku

Rozpojeny obvod na obrazku 1 obsahuje jeden nenabity a jeden nabity kondenzéator (néa-
boj Q). Vodice jsou idedlni, nemaji zddny odpor, oba kondenzatory jsou stejné. Celkova energie
nabojt v obvodu tedy je Q?/2C. Pokud se po sepnuti vypina¢e ndboje na kondenzatorech vy-
rovnaji, celkové energie bude Q?/8C + Q?/8C = Q?/4C, co# je polovina oproti pocateéni
situaci. Vysvétlete tento rozdil. Kde se spotifebovala polovina energie? Vypinac je vyrobeny
tak sikovné, ze v ném vysvétleni netkvi.
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Obr. 1. Obvod s kondenzatory pred
a po sepnuti vypinace

Uloha IV .E ... blowjob

Kupte si nafukovaci balonek, nafouknéte jej, zavazte a proméite, jak se jeho objem méni
s Casem. Pokuste se urcit, kolik z plochy balonku zabiraji péry, kterymi vzduch unika.

Reseni ll. serie

Uloha II.1 ... duhova energie (3 body; primér 2,04; vesilo 26 studenti)

Zkuste se zamyslet a posléze vypocitat, kde a kdy na Zemi nelze vidét duhu?

Na schizce vypotil Ales.

Duha vznikéa rozkladem a odrazem svétla v kapce, paprsek vychazi (pfi jednom odrazu)
pod thlem 42°.

Budeme-li se zabyvat pouze primarni duhou, potom Slunce nesmi byt vySe nez 42° nad
obzorem, protoze jinak by paprsky mitily zpatky do vesmiru.

Abychom zodpovédéli, jak hluboko muze byt Slunce pod obzorem, musime zjistit, jak tlusta
je atmosféra, resp. jak vysoko je vrstva, v které se kapky, v nichz duha vznika, vyskytuji. Mraky
se vyskytuji (na rovniku) do vysky 18km, coz je 0,3 % poloméru Zemé. Z toho vypoclteme
(podobnost trojihelniku, viz. obrazek), ze Slunce miize byt nejvyse 4,32° pod obzorem.
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Obr. 2. Krajni pfipad pro Slunce pod obzorem
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Také musi byt v prislusném misté oblohy néjaké kapicky vody, ve kterych by se mohly
paprsky odrazet (kapicky ale nemusi dopadat az na zem ani nemusi prset v mistech, kde
stojime my.

Daéle by sluneénimu paprsku neméla stat v cesté zadné prekdzka nebo by mél byt paprsek
natolik koncentrovany, aby bylo lidské oko schopno ten rozdil zaznamenat.

Situace se samoziejmé zméni, pokud se budeme zabyvat vicendsobnymi odrazy, kulovymi
duhami, které vznikaji naopak pokud je slunce dostatecné vysoko, a dalsimi specialitami.

Jan Jelinek

jjan@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II.2 ... odhalte tajemstvi ,Suplery“ (3 body; primér 2,71; vesilo 31 studenti)
Vysvétlete nam, jak funguje ,Suplera“, ze dokaze mérit desetiny milimetru.
Nad tajemstvim Zivota se zamyslel Marek Scholz.

Pro nékteré bylo prvnim tkolem (ale nezamyslenym) zjistit, co to je Suplera. Toto slovo
vzniklo zkomolenim némeckého Schub — postréeni, zasunuti, Soupnuti. A nefika se tak ni¢emu
jinému nez posuvnému meéritku.

I

zakladni stupnice

nonius
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Obr. 3. Schéma suplery

Suplera se sklada ze dvou navzajem posuvnych ¢asti se stupnicemi. Zakladni stupnice je
délené tak, jak jsme zvykli na centimetry a milimetry. Pomoci ni odecitdme rozméry méreného
télesa s presnosti na celé milimetry. Déle je na Suplefe posuvna ¢ast s druhou stupnici —
tzv. nonius. Jeho dilky ovSem nejsou Siroké milimetr, ale o néco uzsi. A v tomto je pravé skryty
cely trik. Pfedstavme si, ze méfime vzorek o jisté tloustce I. Na zakladni stupnici odecteme
tloustku vzorku v celych milimetrech lyo. Do celkové tloustky ndm jesté chybi desetinnd ¢ast,
kterou oznacime x. Mé&jme dilky nonia v rozestupech d a at se k-ty dilek nonia kryje s celym
milimetrem zékladni stupnice ve vzdalenosti l1 od pocatku. Je jasné, ze vzdéalenost I; se dostane
jako soucet tloustky vzorku a délky na noniu.

lh=lgo+x+kd.

Vime, Ze [ a stejné tak lp jsou v celych milimetrech, z toho vyplyva, zZe i jejich rozdil x + kd
je nutné v celych milimetrech. Vzdélenost d je pro posuvné méritko obvykle 0,9 mm. Abychom
splnili, ze soucet « + 0,9k je nejblizsi mozny cely milimetr, musi byt z = 0,1k mm. Jinymi slovy
dilky nonia pfimo odméiuji vzdalenost v desetinach milimetru.

Posuvnéa métitka se vyrabéji i s rozestupy dilkd nonia po 0,95 mm a vzacné i po 0,98 mm.
Takova posuvna meéritka pak méri s presnosti na dvacetinu popripadé padesatinu milimetru.
Pro zachovani pohodlnosti od¢itani desetinné ¢asti mérené vzdalenosti se pak odpovidajicim
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zptsobem musi upravit skalovani nonia. Desetiné milimetru odpovidaji dva, respektive pét
dilkt stupnice nonia.

Uloha byla velmi jednoduché a vétsina fesitelt odhalila skuteénou podstatu fungovani
Suplery. Pfesto nam pfislo nékolik feSeni, ve kterych bylo jen popsano, jak se s posuvnym

méfidlem pracuje bez vysvétleni jeho zazracné presnosti. . ,
p J ¥ J P Martin Formanek

martin@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II.3 ... ledvinové koule (4 body; primér 1,78; tesilo 18 studentii)

Mala koule stoji v klidu na velké kouli, ktera volné lezi na podlozce. Do malé koule nepatrné
stréime a ta se svall na zem. Jak daleko od ptivodniho bodu dotyku velké koule se zemi mala
koule dopadne? Na teoretické mechanice zkoulel Lukad$ Ledvina.

Budeme predpokladat, ze koule po sobé i po podlozce klouzou bez tfeni, a tedy se nekutali'.
Protoze vSechny vnéjsi sily (tihova a reakéni sila podlozky) pisobi pouze ve svislém sméru,
splituje tento systém zakon zachovani hybnosti ve vodorovném sméru?, ktery lze po dobu, kdy
se koule dotykaji, formulovat jako

Mv+m(v+ (r+ R)wcos ) = konst,

kde rychlost spodni koule (orientovanou doprava) jsme oznacili v a thlovou rychlost obéhu
horni okolo spodni w. Dosadime po¢ateéni podminky (na zac¢atku byly vSechny rychlosti nulové)
a zjistime, Ze konstanta je rovna nule. Tedy

(r+ R)wcosp. (1)

b M
 om+M
Dale se jisté zachovava celkovd mechanickd energie. Dokud se koule dotykaji, je celkova
potencialni energie rovna
V =mg(r+ R)cosp
a kineticka
T=3iMv>+3im((v+ (r+R)wcosp)® + ((r + R)wsinyp)?) .

Velikost zachovavajici se energie uréime opét z poc¢atecnich podminek jako mg (r + R). Proto
Imv® + I Mv*+m (r + R)vwcos p+2m (r + R)* w’+mg (r + R) cos p—mg (r + R) = 0. (2)

Soustavou diferencidlnich rovnic (1) a (2) je kompletné popsan vyvoj systému az do oka-
mziku, kdy se koule od sebe odlepi. My ji nastésti nemusime vyftesit, protoze nam staci zjistit
thel g v tomto okamziku. Mohli bychom obé€ rovnice zderivovat v Case, vyfesit vzniklou sou-
stavu Ctyf rovnic pro pét neznamych ¢, &, ¢, &, @, z nichz bychom ale & polozili rovnou nule
(viz déle)®. To se nAm ovSem nechce, a tak se misto toho trochu zamyslime.

1) Takovy systém ma i sviij nazev. Az do okamziku, kdy se koule od sebe odlepi, se mu ¥ika eliptické
kyvadlo (tusite spravné, trajektorie horni koule bude ¢&asti elipsy).

2) To by nebyla pravda, kdyby se spodni koule po podlozce namisto klouzani kutéalela, protoze reakéni
sila podlozky by jakozto vnéjsi sila plisobila na systém i ve vodorovném smeéru, coz si vétsina z vas,
kdo jste uvazovali tfeni, neuvédomila.

3) Vsimnéme si, Ze mame $tésti, protoze v rovnicich nevystupuje pfimo z (coz vyjadfuje transla¢ni
symetrii systému ve vodorovném sméru).

4
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Na horni kouli pisobi tihové sila (smérem dolil) a reakce spodni koule, kterd tihovou doplni
vzdy takovym zplisobem, aby vysledné zrychleni horni koule odpovidalo pohybu po (taktéz
zrychlujicim) povrchu spodni koule. Koule se odlepi v okamziku, m
kdy reakéni sila spodni koule prestava mit smér od spodni koule
a méla by za¢inat mit opa¢ny smér (ale nebude, protoze tato
vazba mé pouze odpudivy charakter) — to je okamzik, kdy je M
tato reakeni sila nulova. V tuto chvili jiz tedy na spodni kouli
74dna sila nepiisobi? a zrychleni horni koule (jez je nyni dusled-
kem pouze tihové sily) proto musi (aby na spodni nepiisobila)
odpovidat kruhovému pohybu okolo spodni, neboli slozka tiho-
vého zrychleni ve sméru do stifedu spodni koule musi byt rovna
(r 4+ R) wj. Tudiz

(r+ R)wy = gcosgo ®3) Obr. 4. Poloha kouli

a znazornéni jednotlivych

kde symbolem wy jsme oznacili hodnotu w v okamziku odlepeni. o
proménnych

Ted uz zbyva jenom vyfesit soustavu (1), (2), (3) pro o.
Do (1) umocnéné na druhou, resp. vynisobené w dosadime za w? z (3), abychom kone¢né&
dosazenim za vw a v? do (2) sestavili rovnici pro o, kterd se po vydéleni nenulovym mg (r +
R)/2 redukuje na jednoduchy tvar

—p? cos® o +3cospo —2 =0, (4)
kde
" m+ M '

To je redukovana kubicka rovnice pro cos g, kterd ma na intervalu [—1; 1] pravé jedno feSeni,
lezici vzdy v (0;1), jez ma pozoruhodné jednoduchy tvar

2
Cos @ = m cos w . (5)

Je hodné povsimnuti, ze thel odlepeni zavisi pouze na poméru hmotnosti kouli a nikoliv na
jejich polomérech nebo tihovém zrychleni. Dale poznamenejme, Ze pro velmi velkou hmotnost
spodni koule (relativné v¢i hmotnosti horni koule, tj. m/M — 0) se p? blizi k nule, kubicky
¢len vymizi a rovnice se redukuje na linedrni rovnici, jejimz feSenim je cospo = 2/3, coz je
vysledek, ktery néktefi z vas spravné odvodili.

Opomenime ted piipad, kdy je thel o tak velky, ze koule vlastné dopadla dfiv, nez se
odlepila. Po odlepeni se spodni koule bude dale pohybovat stalou rychlosti. Podivejme se na
systém v inercialni soustave, ve které bude stat. Mtzeme fFici, Ze po odlepeni se koule jiz zpatky
nedotknou. Dalsi pohyb horni koule bude sikmym vrhem z vysky

h=R—7r+(r+ R)cosgo (6)

s pocatecni rychlosti
vz = wo (r + R) cos po

4) Kromé tihové sily a reakce podlozky, které se ale vidy vyrusi.
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ve vodorovném smeéru a
vy = wo (r + R) sin o

ve svislém sméru s orientaci doli. Pro dobu padu 7T tedy bude platit
19T% +v,T—h=0.
Jedinym nezapornym feSenim je

T —vy + /V2 + 2gh
g
Nez koule dopadne, uleti vodorovnou vzdalenost Tv,, dopadne tedy se stfedem ve vodo-
rovné vzdalenosti

d=(r+ R)sinpg + Tvs

od stfedu spodni koule. Abychom mohli Fict, jak daleko dopadne horni koule od ptivodniho
bodu dotyku spodni s podlozkou, stac¢i si uvédomit, ze po celou dobu byla celkova hybnost ve

ptvodnim bodé dotyku, a mizeme psat, ze hledana vzdalenost bude

Md
m+ M’

1 =

Kdyz vse dosadime (pfi¢emz wo uréime pomoci (3), vyjde ndm po chvilce upravovani

(r+R) ((1—v2)3/2+w3/2 \/—73—|—3'y—2TR> :

1 =

m+ M r+ R

kde v = cos o je vyjadieno v (5). Zde bychom mohli skonéit; v§imneme-li si ale, Ze vyraz pod
odmocninou se podobé kubické rovnici (4), mizeme se pokusit dosadit z ni za v a shleddme,
ze dostaneme vysledek v o néco prehlednéjsim tvaru

M 213/2 3/2\/4R M
= 1— i A 3 ).
1 m+M(T+R)<( Y) T+ B maar)

Uvedeny vztah plati pouze v pfipadé, ze se koule viibec odlepily. Je-li ale horni koule dost
velkd, aby h ve vyrazu (6) vyslo nekladné, budou se dotykat i pfi dopadu. Pro tento pfipad,
tedy pro v < (r — R)/(r + R), z Pythagorovy véty odvodime, ze dopadnou ve vzdalenosti

d:\/(r—i—R)Q—(r—R)?:Q\/@

od sebe. Proto pak horni koule dopadne ve vzdalenosti

2M —
Il_erM rit

Tomas Tintéra
trosos@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha II1.4 ... do nekonecna a jesté dal (4 body; primer 1,89; fesilo 19 studenti)

Bohaty vesmirny turista si zaplatil vylet do hlubokého vesmiru. Raketa vyleti ze Zemé
a rovnomérné zrychluje se zrychlenim a, coz si turista miize oveéfit napfiklad pousténim micku.
Nudnou cestu si kréti zirdnim ze zadniho okénka, pozorovanim Zemé. Po néjaké dobé (Jaké?
Aspori fddovy odhad.) se mu zac¢ne zdat, ze néco neni v porddku — Zemé se pomalu prestéva
zmensovat. Z toho usoudi, ze raketa zpomaluje, coz neodpovida tomu, Ze posadka stale citi
zrychleni a. To ale turistu nenapadne a rozlobené jde za kapitanem pozadovat vysvétleni. Co
mu kapitan rekne?

Predpokladame, ze turista vidi celé elektromagnetické spektrum a ma zelezné nervy a po-
zorovani vydrzi. O prazdnindch zkousel Marek Pechal.

To, ze se zmenSovani vzdaleného objektu zd4 pomalejsi a pomalejsi, ma dvé priciny. Uva-
zujeme-li klasickou fyziku, bude zména zmensovani kotoucku Zemé déna prostou geometrii.
Navic ale nesmime zapomenout na to, ze raketa nemutze zrychlovat neomezené a existuje horni
hranice rychlosti, rychlost svétla.

V zékladnim ptipadé hleddme vztah pro velikost thlu, ve kterém vidime vzdalujici se Zemi
se zrychlenim ag. Protoze lod bude od Zemé velmi daleko, pouzijeme aproximaci tg ¢ ~ .

ao
R —_—

Obr. 5. Vzdalujici se lod

Na obrazku 5 vidime situaci letici lodi ve vzdalenosti s od povrchu Zemé. Pro velikost ¢
pak jasné plati
2R

R+ taot?’

© (7)
z ¢ehoz vyplyva, Zze zména zmenseni neni linearni.

Nicméné toto prece kazdy vesmirny turista vi. To, co jej zarazilo, bylo, Ze v Case asi ¢/ag se
jim pozorovand zavislost velikosti Zemé na Case zacala podstatné odchylovat od predpovézené
funkee (7).

Casovy odhad dostaneme jednoduchou tivahou — kdybychom neznali specidlni teorii relati-
vity, byla by to doba, za kterou raketa dosdhne rychlosti svétla.

Jak vyjadfime velikost rychlosti v relativité? Ze zadani vime, ze posddka rakety citi stéle
stejné zrychleni a. Zavedme nejdiiv novou veli¢inu, tzv. rapiditu, jako

r = cargtgh 2.
c

kterd ma tu spravnou vlastnost, Ze je linedrni vzhledem k Lorentzové transformaci®. To zna-
mena, ze zname-li rapiditu systému A viéi systému B a rapiditu systému B vici systému C, je
rapidita A vzhledem k C pouhym souétem predchozich dvou. Co to pro nas znamena? Reknéme
si, ze letici raketa je v ur¢itém okamziku inercidlni soustavou s rychlosti v (tedy k Zemi ma
rapiditu 7). V dal$im okamziku je to soustava s rychlosti v1 a rapiditou r + dr viéi predchozi

5) Vice napt. na Wikipedii, http://en.wikipedia.org/wiki/Rapidity.
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soustavé. A tak bychom mohli pokracovat dal a dal a vzdy pfi¢teme stejnou hodnotu dr, tedy
celkova rapidita vici Zemi roste linearné s casem. Konstantu imérnosti oznac¢me «. Tedy

t
ozt:caurg;tghE = v:ctgha—.
c c

Z toho uz jednoduse vypocitame zavislost vzdalenosti na ¢ase (v = ds/ dt), ktera vyjde
2
t
s=S log cosh a
o c
A stejné vypodéitame skute¢né zrychleni (a = dv/ dt).
@

a=———.
cosh? &4
c
Vidime, zZe pokud ¢ — oo, jmenovatel bude roven 1 a tedy a = ap. Pokud provedeme stejnou
limitu se vztahy pro s a v, dostaneme klasické rovnice (muzete si sami ovéfit tfeba pouzitim
Taylorova rozvoje hyperbolickych funkci).
Tedy hledana zavislost velikosti zorného tthlu na ¢ase bude v relativistickém ptipadé

Ra

SD:

Ra + c? log cosh %t

klasicky

/2 - — — relativisticky

0 c/a 2¢c/a

Obr. 6. Graf zavislosti velikosti zorného thlu poéditané riznymi metodami

Na obrazku 6 vidime srovnani klasické a relativistické zavislosti. Je vidét, ze k jejich od-
chyleni dojde uz dfive nez v ¢ase c¢/a, nicméné jako odhad je tato hodnota postacujici.

Tedy co odpovi kapitan lodi? Nejdfiv prezentuje klasickou zavislost. Turista si ale pravdé-
podobné dal bude stézovat na to, ze to nefunguje pfesné. V tu chvili se vytasi s relativistickym
odvozenim a vytfe mu zrak.

Nicméné, turista by musel mit opravdu dobré oci. Uz docela brzo by se mu Zemé ztratila
z dohledu, protoze ¢lovék nerozlisi objekty mensi nez 1”. A i kdyby si vezl dalekohled, dfive
nebo pozdéji by se svétlo od Zemé odrazené ztratilo v infracervené ¢asti spektra kvili rudému
posuvu.

8
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Ve vagich feSenich jste bud rovnou fesili relativisticky pfipad (coz bylo vice bodovéno
i v ptipadé, Ze jste se zamotali) a spravné urcili dobu, za kterou jev bude patrny (a byli i taci,
ktefi nezapomnéli na Dopplertiv posun, za coz jim patfi pochvala), nebo jste rozebrali klasickou
limitu.

U relativistid bylo nejvétsim problémem Spatné urceni priciny jevu — kontrakce délek se
vztahuje na méfeni v pohybujici se soustavé vzhledem k statické, nikoliv na jejich vzdalenost;
klasikové vétsinou problémy neméli. Ales Podolnik

ales@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II.P ... milenecka (5 bodi; primér 2,45; vesilo 29 studentii)
Jak se zméni teplota pod pefinou, pokud jsou pod ni dva lidé misto jednoho?
Vymyslel zmrzly (jinak Zhavy :-)) milovnik Honza P.

K vyreseni tlohy se musime zamyslet nad fyzikalnimi parametry clovéka. Zdravy ¢lovek ma
témét konstantni télesnou teplotu 36,5°C, kterd se neméni ani pii velkych zménach teploty okoli
ani pfi velmi diferencované svalové ¢innosti. V lidském téle pii latkovych preménach dochazi
k pomalé oxidaci uhlovodiki, tuki a bilkovin pfijatych v potravé. Tyto chemické reakce jsou
zdrojem energie pro ¢innost svaldi a vnitinich organti. Zivotni procesy jsou provazeny vyvinem
tepla — tepelnou produkci ¢lovéka, ktera zavisi predev§im na intenzité ¢innosti ¢lovéka a také na
jeho hmotnosti. V tplném klidu (v klidném, hlubokém spanku) dochézi v téle k minimélnimu
vyvinu tepla odpovidajicimu zékladni latkové vyméné. Tento bazalni metabolismus (tepelna
produkce ¢lovéka P) ¢ini dle normy ISO 7243 asi 85 W.

Problém se tedy redukuje na nalezeni rovnovazné teploty 7' vzduchu pod pefinou, pii které
se pfes pefinu odvede teplo AQ = 85 J kazdou vtefinu. V tom pfipadé mizeme vyuzit vztahu
pro vedeni tepla vrstvou materidlu mezi dvéma konstantnimi teplotami

AT
AQ =AS—,
d
kde konstanta A je soucinitel tepelné vodivosti, S je plocha pefiny, d je jeji tloustka, 7 doba
trvani tepelné vymény a AT =T — Tj je rozdil teploty T pod pefinou s teplotou Ty okoli.
V rovnovaze tedy plati AQ = Pt a z toho vyjde rozdil teplot

Pd
AT = 35
Plochu pefiny pot¥ebnou k piikryti jedné osoby mtizeme odhadnout na S = 1,5m?, tloustka
nasi pefiny je d = 2cm. Pro materidly, jimiz se plni pefiny (pefi, vlna, rouno) se udava
konstanta A mezi 0,05 az 0,07 W-m~'.K~!, vezméme tedy A\ = 0,06 W-m~'-K~!. Pro jed-
noho ¢lovéka pod pefinou necht je rozdil teplot AT, pro dva pak AT». Po dosazeni vyjde
ATy = 18,9K. To se na prvni pohled muze zdat hodné, ale musime si uvédomit, ze jsme
neuvazovali tepelny pfenos pres matraci a tepelnou vyménu zpisobenou proudénim vzduchu
netésnostmi mezi pefinou a podlozkou.

V pripadé se dvéma lidmi budeme uvazovat tepelnou produkci ¢lovéka P, = 2P a k prikryti
dvou lidi sta¢i feknéme pefina s plochou Sy = 1,75 S (na prikryti dvou lidi lezicich je potfeba
urcité vetsi pefina nez k prikryti jednoho, ale jisté také mensi nez dvojnasobek pefiny pro
jednoho ¢loveéka). Ostatni konstanty zistanou nezménény. Po dosazeni téchto zmén dostavame
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rozdil teploty pod pefinou s okolni teplotou

2Pd

AT, = =2
2T L7508

coZ je po vy¢isleni pfiblizné AT, = 21,6 K.
V zadéani jsme se ptali, jak se zméni teplota pod pefinou, kdyz pod ni budou misto jednoho
jednoho clovéka dva lidé. Pro velikost této zmény plati

P
ATg—ATl—ﬁ)\S,

coz Ciselné vychézi priblizneé AT = 2,7K.

Kupodivu c¢astou chybou v doslych fesenich byla chybné tvaha, Ze pefina je adiabaticka
izolace, tedy nedovoluje tepelnou vyménu s okolim. To by pro chudéaka clovéka, ktery je vlastné
tepelny zdroj, znamenalo pomalé ohfivani sebe sama. Mnozi reSitelé také projevili litost nad
zadanim této ulohy jako teoretické a nikoliv jako experimentalni. K tomu nezbyvéa, nez dodat,
pokud fyzik nékde vidi problém k jehoz feSeni by mu pomohl experiment, tak ho provede, aniz

by k nému byl nékym vyzvan. Zdenck Kucka

zdenek@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I1.E ... sikma véc (8 bodu; primér 3,71; vesilo 17 studenti)
Kolik vody musi byt v PET lahvi postavené na uzaveér, aby jeji stabilita byla nejvétsi (pii
vychyleni ze svislé polohy spadne ze nejdelsi ¢as)? Nezapomerite na teoretickou predpovéd.
Nad vypitou lahvi se zamyslel Béda.

Teorie

Je tfeba se zamyslet nad tim, jaké si zvolime kritérium, podle kterého budeme hodnotit
stabilitu lahve s vodou. Omlouvame se za kritérium nastinéné v zadani, které je trochu matouci.

Bod hrany vicka, kolem kterého se lahev otac¢i, oznacme A, té-
zisté B, vektor z bodu A do B bude r, thel sevieny vektorem r a svislym
smérem je @, prumét r do vodorovného sméru je polomér vicka, ktery
oznacme a. Prvni kritérium, které nas pravdépodobné napadne, je ve-
likost momentu sily M, kterym je tfeba na lahev ptsobit, abychom
ji prevratili. OvSem M = r x F,. Velikost M je rovna soucinu veli-
kosti Fy a primétu vektoru r do sméru kolmého na F,, tento primét
je roven a (viz obréazek). Pfilévanim vody do lahve roste timérné Fy,
avsak a se viibec neméni. Prirozené podle tohoto kritéria je tedy lahev

vvvvvv

Rozumné kritérium stability je rozhodné prace W potiebna k pre-

vrzeni. W odpovida souc¢inu mAh, kde Ah je potfebné zvednuti té- o
zisté k prevrzeni. Zanedbejme na chvili vlastni hmotnost prazdné lahve |
a fakt, Ze se voda prelivd, a uvazme, Ze lahev je valcova. P uziti A L
téchf;o ,sih}?'/ch' ZJ"ed,noEluéeni sj lze, rozmyslet, Vie .vyraz TrfAh bude ,ma— Obr.7. PET lahev
ximalni pfi minimalnim mnozstvi vody. Kdyz zjednoduseni opustime, . «
dojdeme k zavéru, ze maximalni praci potfebnou k prevrzeni a tedy »vzhiru nohama
nejvétsi stabilitu dostaneme pro ¢astecné naplnénou lahev.
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My budeme zkoumat ale jesté jiné kritérium stability, a to dobu 7', za kterou se lahev
vrati do svislé polohy, kdyz jsme ji pfedtim vychylili. Nikoli tedy dobu padu lahve na zem, jak
jsme navrhovali v zadani, ale dobu padu zpét do svislé polohy. Kratsi doba T znamend veétsi
stabilitu. Uvazujme na chvili, ze voda v lahvi je ,zamrzla“, tedy Ze se nepfelivad. Kdyz lahev
trochu vychylime ze svislého sméru a pustime, lahev se vraci do svislé polohy, pficemz thel ¢
se méni podle rovnice

Jp =mgrsing, (8)

kde ¢ znac¢i druhou derivaci ¢ podle ¢asu, tedy thlové zrychleni, J je moment setrvacnosti
lahve viéi bodu A. Méme diferencidlni rovnici pro nezndmou funkei o(¢), kterd vyjadiuje fakt,
ze moment setrvacnosti télesa krat thlové zrychleni je rovno momentu pisobici sily. Pokusme
se aspon kvalitativné zjistit, jak funkce (t) vypadd. V pripadé malych thld je singp = ¢
a rovnici (8) lze psat ve tvaru

p="To. (9)
Tato rovnice nam ¥ika, ze druhd derivace funkce () je rovna té samé funkci o(t), kterad je
pouze prenasobend konstantou. Vzpomeneme si, jak se derivuje exponencidla a prijdeme na
to, ze funkce vyhovujici (9) jsou tvaru

@(t) _ Cet\/nLg'r'/J + Deft\/mgr/J (10)

pro néjaké realné konstanty C' a D. Uhel ¢ v okamziku, kdy lahev poustime, oznadme (o,
thel ¢ odpovidajici svislé poloze znacme ;.

Na zacatku plati ¢(0) = ¢o,»(0) = 0. Pro splnéni téchto dvou pocatec¢nich podminek
je t¥eba v (10) polozit C = D = ¢ /2. Nésledné jesté vylovime v paméti defini¢ni vztah pro
hyperbolicky kosinus cosh x = (e”+e~ ") /2. Reseni pohybové rovnice (9) pii splnéni poc¢ateénich
podminek je proto

o(t) = o cosh (t mj””) . (11)

Dobu padu T z polohy ¢(0) = ¢o do svislé polohy ¢(T) = p1 dostavame vyjadienim z (11)

T =4/ I argcosh L (12)
mgr ®o

Pro rizné mnozstvi vody m budeme méfit ¢as T odpovidajici prichodu mezi polohami (g
a 1. Ve vSech méfenich na pocatku lahev vychylime stejné. Musime si ale uvédomit, ze
pro rizna mnozstvi vody v lahvi odpovidaji poc¢atecni vychylce a svislé poloze rizné hod-
noty @o(m), ¢1(m). Stejné tak J(m) a r(m) jsou nekonstantnimi funkcemi hmotnosti m.
Funkce T'(m) mé pak celkem komplikovany pribéh, ktery zjistime méfenim.

Nésledujici tivahu si dikladné rozmyslete. Prilitim malého mnozstvi vody se snizi poloha
t6zi8té a hodnota vyrazu ¢1/¢o v (12) se zmensi. J se zméni nepatrné, m trochu vzroste,
zatimco r se o néco zmensi, ovsem vyraz pod odmocninou se celkové zmensi. Ze zacatku tedy
pfilévanim vody dostdvame mensi ¢asy T, pro mald m je funkce T'(m) klesajici. Podobnymi
uvahami dojdeme k tomu, Ze pro hodnoty m odpovidajici téméf plné lahvi je funkce T'(m)
naopak rostouci. Odtud plyne, ze pro uré¢ité m nabyva 7'(m) minima.

Doposud jsme uvazovali, ze voda je v lahvi ,zamrzla“. KdyzZ se voda preléva, pfi vychyleni
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vétsi nez v odhadu podle (12); pro velkd mnozstvi vody bude tato odchylka méné vyrazna.
Aproximace sin¢ & ¢ naopak zpusobi, ze predpoviddme vétsi casy nez skutecné; opét pro
velka m je tato odchylka méné vyrazna.

Vsimnéme si, Ze pro ¢o — 0 (tedy poloha ,vleze“) dostavame Gasy jdouci k nekoneénu
a meéfeny cas 1" by tedy velice silné zavisel na pocatecnim ¢g. To by do méfeni vneslo velkou
nepresnost.

Meéreni

Pouzili jsme litrovou lahev od mléka, protoze ma vétsi vicko a lahev je tak stabilngjsi. Vicko
je navic pékné ploché. Hmotnost prazdné lahve je 37g. Zespodu na dno lahve jsme pomoci
tavné pistole pridélali Spejli, vznikl tak jakysi bodec. Budeme méfit ¢as T' prichodu bodce
mezi polohami, které odpovidaji thltim po(m) a ¢1(m).

K méreni uzijeme spojeni dvou optickych zavor. Optickou zavorou rozumime kombinaci
LED a fototranzistoru (dale FT), pficemz LED osvétluje FT. Neosvétleny FT je uzavfeny,
osvicenim se otevird. Pfipojme na zdroj napéti do série FT a odpor R. V naSem piipadé
zdroj je 9V baterie a R = 100Q). Pfi osvétleni se FT otevira, roste proud, napéti na R
stoupa a na FT klesa. Na stejny zdroj zapojme paralelné k prvni vétvi jesté druhou shodnou
vétev, tedy sériové spojeni FT' a R’. Pozorujeme rozdil napéti AU na R a R’. Jsou-li oba FT
osvétleny, je AU nulové. Pfi chvilkovém zastinéni jednoho z FT pozorujeme napétovy puls.
Napéti AU pfivedeme na konektor JACK, ktery stréime do zditky pocitace pro mikrofon.

500 T T T T T T T
450 1

400
350
300
250

T [ms]

e

200

\

150 % -

100 + B---B---P------- T -]

50 - -
0 | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800

m [g]
Obr. 8. Vysledné hodnoty prolozené kiivkou

Napftiklad pomoci programu Audacity muzeme sledovat ¢asovy prubéh pfivedeného napéti
a odmérit casovy odstup pulsi. Musime dat pozor, aby AU nebylo pfili§ vysoké, ¢imz bychom
si mohli poskodit pocitac¢. Bohaté postacuje pracovat s napétimi AU fadové v desetindch voltu.
Toho docilime tieba tak, ze do série za R a F'T do kazdé z vétvi zapojime jesté odpor radove
vétsi, v nasem pripadé 10k2. Ze stejné baterie je mozno napéajet i LED, které s predfadnym
odporem zapojujeme paralelné k jiz existujicim dvéma vétvim.
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Ze stavebnice Merkur jsme si postavili konstrukei, na které jsou umistény obé optické zavory
a ktera zarucuje konstantnost pocatecniho vychyleni.

Meéftené casy T jsou malé, fadové v desetindch sekundy. Abychom dokézali urcit, kdy je
lahev nejstabilnéjsi, vyzadujeme presnost minimalné v fadu setin sekundy, 1épe vsak v fadu
milisekund. Proto se radéji vyhneme méteni ru¢né stopkami. Méfeni pomoci optické zavory na-
semu pozadavku vyhovuje. Odezva FT (tedy prodleva mezi osvicenim a otevienim) je o nékolik
Fadh nizsi nez pozadované pfresnost a nemusi nas proto trapit.

Vysledky méfeni shrnuje tabulka a graf, kde je vynesena zavislost ¢asu 7' na hmotnosti vody
v lahvi m. Pro kazdé m jsme provedli n€kolik méfeni, abychom si udélali obrazek o pfesnosti.
T ziskdme jako primér. V tabulce je pro kazdé m uvedena smérodatna odchylka souboru
méfeni. Rovnéz uvadime z toho plynouci statistickou nepfesnost aritmetického prameéru usgat.
Potésujici je, Ze je smérodatnd odchylka fadové v milisekundach. Vyslednou chybu urceni T'
odhadujeme o 5 ms vétsi nez je ustat, protoze je tfeba uvazit i moznost systematické chyby.

Minimalni 7" odpovida zhruba hmotnosti vody m = 200 + 50 g, pfi tomto mnozstvi vody
prohlasime lahev za nejstabilnéjsi.

Graf potvrzuje nase kvalitativni zavéry ucinéné v teoretickém rozboru.

Tabulka vysledka méfeni

m [g] 0 13 |26 | 38 |57 |74 | 94
T [ms] 450 |206 | 160 |147 |130 |119 |114
475 | 197 | 160 | 141 |127 |[122 114
477 | 204 | 155 | 141 |[127 |[126 |115
482 | 200 | 158 |144 131 121 |114
473 | 198 | 156 |144 [ 128 122 [113
463 | 196 | 158 | 143 |130 |120 |118
444 | 221 | 164 | 142 |126 |125 |117
435 | 198 | 160 |141 |127 |119 [114
460 | 205 | 156 |145 128 122 |115
T [ms] 462 | 203 | 159 |143 [128 [122 |115

o [ms] 15 | 7 3 2 2 2 2
Ustat [mS] | 5 2 1 1 1 1 1
m [g] 123 {166 |209 |301 [490 |601 | 703

T [ms] |108 | 108 [105 |110 |137 |161 |202
108 107 102 |107 |135 |172 |212
103 | 106 108 |107 136 |166 |201
111 106 102 |110 | 136 |167 |192
108 | 107 [104 |108 |131 |168 |197
111 107 [107 |107 |131 |162 |207
112 107 |104 |109 | 136 | 162 |204
108 | 110 [105 |107 |134 |164 |200
107 | 108 [104 |110 |135 |165 |208
T [ms] |108 [107 | 105 |108 | 135 | 165 |203

o [ms

w
—
[}
—
[}
w
(=2}

Ustat

ms|| 1 1 1 1 1 1 2
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Poznamky k doslym fesenim

Velka ¢ast z vas dospéla k zavéru, ze lahev je tim stabilnéjsi, ¢im vic je v ni vody. Jak jsme
ukazali, zavisi nas zavér na volbé kritéria stability. Zavérem bychom jen chtéli pfipomenout, ze
pfi méfeni je treba se aspon zakladnim zptsobem zamyslet nad velikosti chyby. Nepozadujeme
z4dné hluboké analyzy nepresnosti, stac¢i struénd a jasnad zminka. Méfime-li ru¢né stopkami
Cas zhruba pil sekundy, je na misté provést méreni nékolikrat a nasledné se zamyslet, jak
dtvéryhodné jsou nase vysledky. Marek Scholz

mara@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II.S ... Young a vinova povaha svétla (5 bodi; primeér 2,50; vesilo 6 studenti)

a) Jaky tvar interferenc¢nich prouzki na stinitku byste odekdvali v nésledujicich dvou sesta-
vach? Najdéte rovnice kiivek maximalni intenzity a zkuste jich nékolik nacrtnout.
Y Y

zdroj svétla

zrcadlo

stinitko stinitko

_0‘
zdroj svétla

b) Ukazte, jak by dopadl Youngiiv experiment, jestlize by se svétlo chovalo podle Newtonovych
predstav (tzn. difrakce ano, interference ne). Nezapomerite vzit v ivahu ruzny thel dopadu
svétla na rizna mista stinitka.

¢) Uzitim vyloZzeného kvantové-mechanického popisu urcete rozlozeni intenzity, jaké by dostal
Johnsson pri pouziti étyistérbiny (tedy ¢ty tizkych rovnobéznych otvort rozmisténych ve
vzdalenostech b od sebe). Nacrtnéte reprezentativni tsek grafu a okomentujte prednosti
vétsiho poctu otvorti.

Vymysleli autori seridlu.

Interferenéni prouzky

Spravné feseni prvniho tkolu se mohlo sestavat jen z pouhych dvou slov: hyperboly, kruz-
nice. Uvaha pro prvni obrazek zni takto: Jelikoz interferenéni maximum vznikd v mistech
s konstantnim rozdilem optickych drah rovnym celoc¢iselnému nasobku vlnové délky svétla,
vytvori se kolem otvort v prostoru plochy konstantniho rozdilu mezi vzdalenostmi k jednomu
a druhému otvoru. Podle analytické geometrie ma hyperbolickd plocha vlastnost, ze rozdil
vzdalenosti kazdého jejiho bodu ke dvéma ohniskiim je konstantni. To je presné nas pripad.
Kdyz tuto plochu nyni fizneme stinitkem, dostaneme hyperboly — hyperbolické prouzky.

Pokud je to pro vas prilis abstraktni predstava, sledujte nasledujici konvenc¢ni postup:
Zavedeme souradnice (z,y,z) tak, Ze stinitko lezi v roviné zy a osa z mifi od n&j smérem
k desce s pruhledy (vzdalené L) a prochdzi pfimo mezi otvory. Osa z necht je rovnobézné se
spojnici otvort, které jsou ve vzajemné vzdalenosti d. Bod na stinitku mé proto soutfadnice
A = (z,9,0), otvory v cloné Hi 2 = (x £ d/2,0,L). Vzdalenosti L1 > = |AH1 2| jsou podle
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zobecnéné Pythagorovy véty

d 2

Ly = |AH| = L2+<x—§> +y?,
d 2

Ly = |[AH;| = L2+(m+§) +y?.

Abychom dostali interferenéni maximum, iplné konstruktivni sloZeni svételnych vin pfichéze-
jicich z jednotlivych otvort, musi platit

Ll*LQZk)\, keZ. (13)

Dosadime-li prvni dvé rovnice do této podminky, vyjde po delsi apraveé

2 & 2_ ;2 1,0 242
T kz/\Q_l —y _L_Z(d —&-kA).

Pro typickou situaci L > d > )\ Ize navic vztah zjednodusit na
2

2 2 _ 2
T E3ein y"=L",
coz je tvar rovnice hyperboly. Nékolik reprezentativnich prouzki je na obrazku 9.
Yy
otvore eotvor x

Obr. 9. Interferencni prouzky

V druhém ptipadé si rotacni symetrie vynucuje kruhové prouzky. Pokud by nas opét zaji-
maly jejich presné rozméry, postupovali bychom podobné jako v predchozim. Délky drah jsou
(viz obrazek 10)

Ly =+Va?+1r2,
Ly=+/Q2L—a)® +712.
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zrcadlo stinitko
Lo
r
zrcadlovy zdroj __ _——n Ly
zdroj
—
a
L—a L

Obr. 10. Porovnani délek drah paprsku

Aplikaci podminky § = Ly — L1 = (k+1/2)\ (polovina vlnové délky odpovida otoceni faze
pfi odrazu o zrcadlo) dostaneme

2 1

= 5z (ML —a)* =0%) (4L = 5%) .

Pokud se bavime o interferen¢nich krouzcich daleko od optické osy, ¢leny 62 jsou zcela nesou-
méfitelné s ¢leny tmérnymi L2. Proto je miZeme zanedbat a psét

2L
5

r (L—a).

Blizko ose musime ale pouzit pfesny vztah; zjednodusSeny vzorec pripousti libovolny drahovy
rozdil, z geometrie sestavy vSak vime, ze maximalni mozny je dmax = 2(L — a) + A/2.
Young vs. Newton

Svétlo se za kazdou stérbinou rozptyluje diky difrakci do vsech smért. Intenzita klesa
s druhou mocninou vzdalenosti (protoze pocet ,Castic svétla® na kulové vinoplose o obsahu
47r? se zachovavd) a kosinem dopadového thlu (protoze na naklonénou rovinu dopada svétlo
s mensi plognou hustotou nez na rovinu kolmou ke sméru $ifeni). Bod A na stinitku mé délkovou
soufadnici z, jeho vzdalenost od $térbin je opét L1 2 = /L% + (z &+ d/2)2, pro uhel dopadu
Y12 paprsku z jedné a druhé stérbiny plati

1 d
tg'ﬁlyQ = Z (f:l: 5) .

Z toho vy¢islime potiebny kosinus,

1 L?
costi o = =

1+tg%72'{9 a L2+ (:U:td>2 .
2

Vyslednd intenzita je v newtonovském piipadé (skldda se az Getnost dopadi ,svételnych ¢astict,
ne amplituda) rovna jednoduchému souc¢tu intenzit od jednotlivych $térbin,

I IiCOSﬁ1+£C0502N L 5 T !

B L2 R
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Graf je na obrazku 11. Z néj i ze ziskaného vzorce je zfejmé, Ze intenzita v kazdém bodé stinitka
vzroste pri otevieni druhé stérbiny.

1. stérbina -------
2. stérbina ---- -
obé st&rbiny

Obr. 11. Intenzita svétla po prichodu dvojstérbinou

Svétlo na ctyrstérbiné
Amplituda pravdépodobnosti detekce elektronu v jistém bodé B stinitka je podle druhého

dilu serialu

B (cos ©1(x) + cos pa(x) + cos p3(x) + cos pa(z) )

“ \Usini(x) + sin p2(x) + sings(z) + sinpa(x) /)’
kde ¢;(z) jsou faze, s jakymi takovy foton dorazi do B od j-tého otvoru. Procesy ,foton
do B dorazi od otvoru j“ jsou nerozlisitelné (vysledkem je vzdycky stejna tecka na stinitku),
takZe proto s¢itdme jednotlivé amplitudy. Predstavime-li si takovou ctyfStérbinu s prutrezy
vzdalenymi o b od sebe, bude podle textu seridlu platit

pr(@) = T\J12 4 (@ - 150)°
() = Q;W/L2+(x—0,5b)27
o3(z) = 2%\/L2 4 (z+05D)?,
pa(x) = 27“\/L2+(x+1,5b)2.

Vykreslime-li druhou mocninu velikosti amplitudy, idealné na pocitaci, dostaneme graf na
obrazku 12 (¢arkované). Spojitou ¢arou je vynesena analogickd zavislost pro dvojstérbinu. Je
zfetelné vidét, ze u Etyistérbiny vyraznych prouzki ubylo (na polovinu) a jsou ¢tyfikrat jasnéjsi.
Oboji podstatné vylepsuje viditelnost jevu. Proto se v béznych difrakénich experimentech

vy

pouzivaji difrakéni mrizky skladajici se ze stovek az tisicd vrypd.
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Serial na pokracovani

Kapitola 4: Foucault a rotace Zemé

Na pocatku devatenactého stoleti uz byla predstava Zemé jako rotujici planety zcela bézna
a zazita. Mluvily pro to zejména dva podstatné experimentalni poznatky (vyjma pohybu hvézd,
samoziejmé). Jednak to bylo nade v§i pochyby prokazatelné zplosténi Zemé na pélech a naopak
vybouleni na rovniku, kde gravitace méla byt slabsi o odstfedivou silu. Rozdil rozmeért ¢inil
asi 1/300 poloméru. Druhym pozorovanym jevem byla aberace svétla prichézejiciho z vesmiru,
o niz jsme mluvili uz v minulém seridlu. Zde byla podstatna tzv. denni aberace, totiz vliv
rotace Zemé na zdanlivou polohu nebeskych téles.

Presto jak ucené spolecnosti tak vefejnosti schazela jednozna¢na dynamicka pomiucka, ktera
by rotaci planety detekovala. V polovniné devatenactého stoleti se s nimi rozrhl pytel. Roku
1851 piisel francouzsky védec Léon Foucault s jednim z nejproslavenéjsich fyzikdlnich experi-
menti. Nejprve v Polednikové sini parizské observatore a posléze i ve velké parizské chramové
hrobce, Panthéonu, zavésil dlouhé, precizné pfipravené kyvadlo s tézkym zévazim na konci.
V druhém ptipadé se jednalo o ocelovy drat dlouhy 67 metrti a olovénou kouli o hmotnosti
28 kg. Kyvadlo opatrné rozhoupal a — k tizasu pfitomnych — se rovina kyvu béhem nésleduji-
cich hodin zacala ,bezdivodné“, po sméru hodinovych rucicek, otacet. Takovy jev jisté neni
prekvapivy, pokud si predstavime podobné kyvadlo na pélu. Na prvni pohled ale neni jasné,
jestli i v jinych zemépisnych Sifkach se rovina kyva bude otacet stejné rychle jako na pdlech.
A jak publikum v Pafizi rychle zpozorovalo, skuteéné tomu tak nebylo.

Cardan, Cartan a Coriolis

Jediné sily puisobici na kyvadlo (zanedbdme-li odpor vzduchu a rtizné pnuti v dratu) jsou
gravitacni, kterad definuje smér ,dold“ a udava tim podminku na rovnovaznou polohu, a sila
zavésu, ktera také nikdy nemifi mimo aktudlni rovinu kyvu. Zadna skuteéna sila staceni evi-
dentné nezpusobuje.

Protoze ale rotujici planeta neni inercialni soustava, musime do nasich silovych avah zapra-
covat jesté dvé dalsi, fiktivni sily: odstiedivou a Coriolisovu. Prva je v rozsahu kyvu kyvadla
konstantni co do sméru a velikosti, takze se vétsinou zacleni do tihového zrychleni. Coriolisova
sila je

Fc = —2mv x £, (14)
kde v zna¢ime okamzitou rychlost kyvadla, m hmotnost zavazi a £2, dhlovou rychlost rotace
Zemé. Budeme predpoklddat, ze vliv sily (14) je maly a kyvadlo se mnohokrat zhoupne nez se
rovina kyvu vyrazné pootoci. Pak muZeme jeho pohyb povazovat za linedrni jako u bézného
dlouhého matematického kyvadla. Pro vychylku a rychlost pak plati

z(t) = xo coswt, v(t) = zowsinwt , a(t) = zow” coswt . (15)

Rychlost kyvadla je vzdy te¢nd k povrchu planety v daném misté. Pokud ¢ je zemépisna sitka
daného mista, je velikost Coriolisova zrychleni

F.
ac = M = 2zow sin ¢ sin wt . (16)
m
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Zrychleni (16) mifi vzdy kolmo na smér rychlosti zdvazi, kterou ve shodé se zjednodusujicimi
predpoklady povazujeme za sméfujici stale stejnym smérem, takze zptisobuje vznik malé kolmé
rychlosti v, . Komu je jasné, ze v (t) = fot ac dt, necht preskoc¢i rovnou k nésledujici rovnici.
Ostatni vézte, Ze si mizeme (16) diky jeho harmonickému pribéhu pfedstavit jako zrychleni
vyvolavajici maly kmit do strany. Rychlost v, proto poroste také témér harmonicky, ale ne
,zprvu rychle a pak pomalu“ jako u bézného kyvadla s a ~ w?cosp, nybrz ,zprvu pomalu
a pak rychle“ kvili zavislosti a na sinwt. Tedy rychlost nezavisi na sinwt, ale na 1 — coswt.
Vysledek je az na tuto odlisnost analogicky zndmym vztahtm (15),

v1(t) = 220Qosin g (1 — coswt) .

Kosinus je funkce, kterd ma v intervalu od 0 do © (jeden kyv) stfedni hodnotu rovnou nule,
tedy stiedni kolma rychlost kyvadla je

(v1) =2x0Qosin .
Kyvadlo se pfi jednom zhoupnuti odchyli pfiblizné o
(Al) = 2 (v1) T = 2T 'sing,
coz odpovidd zméné Ghlu (na délce 2z0)

(Al)
21‘0

(Agy = 20 % QoT'sin .

Stiedni thlova rychlost staceni pfi jednom kyvu, 2, pak ¢ini

Q) = 2 <¢19> =Qosing.

Kdyz se kyvadlo po pilce periody vraci z nové amplitudy, nevraci se po stejné trajektorii
zpét, nebot Coriolisova sila zméni znaménko a naopak zévazi z piivodni drahy odchyluje, opét
s prumérnou thlovou rychlosti 2 sin ¢. MuzZeme tedy udélat zavér, ktery se nam bude pozdé&ji
hodit, totiz Ze dynamické procesy na Zemi — na zemépisné Sifce ¢ — probihaji jako kdyby se
jednalo o lokélné rotujici soustavu s thlovou rychlosti g sin ¢, coz je prumét 2o na svislici
v misté, kde stojime.

Samoziejmé bychom stali i o experiment, ktery by byl schopny ukézat rotaci Zemé nezkres-
lenou faktorem sin ¢; o zafizeni vyuzitelné i pfi prepravé, které by zaroven ukazovalo skutecny
smeér rotace Zemé. Takové zafizeni navrhnul Foucault v roce 1852. Jednalo se o gyroskop
— setrvacnik, ktery, kdyz je vhodnym zptisobem upevnén, zachovava svoji rotaci. Jednou z ob-
libenych variant upevnéni je znamy Cardaniv zdvés na obrazku 13. Jde o tfi obruce spojené
kiizem vuci sobé umisténymi klouby.

Moderni matematika® rozumi otdzkdm obdobnym Foucaultové kyvadlu prostfednictvim
pojmu paralelni prenos. Jedna se o Cisté geometricky pojem, ktery je ovsem v mnoha pripadech
velice uzite¢ny az nutny. Podivejme se tedy, jak lze problém Foucaultova kyvadla fesit témér
bez fyziky.

kych. Jeho pochopeni neni nutné k vyfeseni aloh.
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Obr. 13. Cardantv zaveés

Obr. 14. Papir na rovniku

Zabyvejme se studiem kyvadla v inercidlni vztazné soustavé nespojené s planetou. Jak jiz
bylo uvedeno, v této soustavé neplisobi na kyvadlo zadna sila, ktera by kyvadlo vychylovala
z roviny kmit, a tato rovina se tak bude snazit zachovat vici inerciadlni soustavé staly smeér.
Prfimocaré uziti této myslenky vsak vede k problémtm, jak ukazuje nasledujici zjednoduseny

priklad.

Sledujme shora rotaci Zemé, na jejimz rovniku v bodé A je drzen list papiru, kolmy k po-
vrchu planety. Po chvili se list papiru rotaci Zemé dostane do bodu B. Kdybychom v kazdém
okamziku pozadovali, aby byl papir rovnobézny se svym poc¢ateénim umisténim, dostali bychom

pozici znazornénou na obrazku 14.

Uvazujme nyni misto listu papiru
pravé rovinu kmitu kyvadla, o niz vime,
ze by se méla chovat podobné jako list
papiru v predchozim piikladu. Tak ale
rychle narazime na komplikace, nebot
nyni bychom byli nuceni prohlasit, ze
v bodé B se kyvadlo kyve v nesvislé po-
loze, totiz Sikmo. (Pfedstavte si takové
kyvadlo a podrobné si promyslete, co by
to znamenalo.)

A jak se s timto problémem vyporada
moderni matematika? Trikem. Prohlési,
ze rovina kyvu zistane pii malém oto-
¢eni skoro rovnobézna. Ne presné rovno-
bézna, ale skoro. Pro konkrétni postup se
ale jiz vrhnéme do svéta matematickych
symboli. Vektor je veli¢ina zadané svym

Obr. 15. Rotujici planeta

neménnym smérem a velikosti. Co zméné naopak podléha jsou slozky vektoru — pti jeho popisu
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v ruznych souradnicich. Prvni véc, kterou budeme na nasi cesté potrebovat, je tedy studium
zmén slozek vektoru pii rotaci souradnic. P
Na obrazku 15 je nacrt rotujici planety, dale iner-
cialni souradné soustavy S : (z,y, z) nespojené s pla-
netou a také soufadné soustavy ¥ : (£, v,() spo- ¢
jené s bodem na povrchu planety na ¢-té rovnobézce
(Panthéonem), a to ve dvou dennich dobéch. v
Na obrazku 16 vidime oba soufadné systémy S
i X prenesené k sobé pro lepsi orientaci. Chvilka du-

mani nis presvédéi, ze bod se soufadnicemi (z,y, z) ARIZ=p
. . ) o o g N> Y
v S mé, pokud je ¢ = 0, nésledujici souradnice v X: --
P
§=z,
v=ysing + zcos ¢, T ¢
(= —ycos¢+zsing. (17) Obr. 16. Rotace soutadnic

V libovolném okamziku je ¥’ otodend o obecny

uhel ¢ kolem osy z vuci S. Otacet soufadnice za-

dané rovnicemi (17) by bylo obtiZzné, my si pomi-

zeme tim, ze oto¢ime S kolem z o opacny thel —p. Takova transformace je v kazdych lepsich
tabulkach,

' =xcosp+ysing,

’

y = —xsinp 4+ ycosyp,
2 =z. (18)

Nahradime z, y, z v (17) oto¢enymi soutadnicemi z’, ¢/, 2’ z (18). Dostaneme obecny piepocet
mezi soufadnicemi bodu (nebo také slozkami vektoru) v S a v X,

& =xcosp+ysing,
v = —xsinp sin¢ + ycosy sino + zcos ¢,
¢ =xsiny cos¢ — ycosp cosp + zsing . (19)

Posledni trojice vztah ndm tak Fikd, jaké souradnice mé vektor (x,y, z) v soustavé X.

Jak nyni vyuzit (19) v nasem problému? Tak jako kazdou rovinu, i rovinu kyvu kyvadla
ve vySetfovaném bodé a okamziku miizeme jednozna¢né uréit pomoci jediného (normélového)
vektoru n. Tento vektor m4 viiéi soustavé S obecné souradnice (z, y, 2), ale v mistni soustavé X
ma nutné jednu vyznaénou vlastnost, totiz ze lezi v horizontalni roviné (nebot rovina kmitu
je lokéalné vertikalni). Jeho soufadnice tudiz jsou (&, v,0). Je zde mozna dobré poznamenat, ze
my pozorujeme praveé to, co se odehrava v soustavé X, s niz jsme spjati.

Chvilku nyni vyckejme. Zemé se pootocila o maly thel Ayp. Co se stalo? Soufadnicim vek-
toru n = (z,y, z) v ¥ uz neodpovida (&, v,0), nybrz (§+ A, v+ Av, A(). Velikosti jednotlivych
zmén snadno uré¢ime z rovnic (19), staci jen dosadit ¢ + Ap za ¢, pouzit souétové vzorce pro
sinus a kosinus na rozlozeni vyrazi a priblizné vzorce pro goniometrické funkce malych thla
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sine & ¢ a cose ~ 1 na jejich upravu’. Dostaneme tak

_ o+ Ap) —&(9)

A¢/Ap Ay = —(zsinp —ycosyp),
Av/Ap = vlet AA@; —v(®) = —(zcosp+ysing). (20)

Zaroven vime, ze v nasem ptipadé je ¢ = 0 (vektor n, o néjz se zajimame, nema zadnou svislou
slozku), coz mtzeme vyuzit a v (19) eliminovat z ve vyrazu pro v. Vyjde
v=(zsing —ycosp) — . (21)
sin ¢
Meénici se vodorovnou orientaci vektoru n popiSeme jednim thlem «, azimutem, definovanym
standardné tg o = v/€. Koneéné jsme schopni si odpovédét na otazku, jak se zméni azimut pii
malém pootoceni Zemsé.

v
Aa _ (v +89) “ B Ep) _ 1 eAv—vA¢
Ap Ay Ap Ap 2402

A arctg v arctg v(p + Ap) ()
Aa _ & ¢ = —sing. (22

Predposledni rovnost je samoziejmé svindl, po cesté je jesté potieba udélat sadu krokd vyuzi-
vajici souctové vzorce a uvedené priblizné vztahy, ale vSechny jsou zcela pfimocaré a analogické
tomu, co jsme uz jednou provedli. Posledni rovnost pak spo¢iva uz jen v dosazeni z (19), (20)
a (21). Za jeden den (p = 2x) se n otoéi ve vodorovné roviné o

Qo = —2msing.

Uhlu o se nékdy ika holonomni nebo geometrickd faze.

Aby tu zaznélo i posledni jméno z nadpisu, zmifime nyni francouzského matematika Eliea
Cartana, kovarského synka, jenz urazil dlouhou cestu az k profesorstvi diferencialni topologie
na Sorbonné v prvni poloviné 20. stoleti. Hlavné z jeho pera pochézi velka ¢ast dél o paralelnim
pfenosu a obecném geometrickém pojeti fyziky. Jak néktefi moznd tusite, jim vybudovany
formalizmus dnes slouzi k nejelegantnéjsim formulacim (nejen) obecné teorie relativity.

Perrotiiv experiment aneb splachujeme zachod

Roku 1859 provedl Perrot jiny experiment, ktery si od oné doby také ziskal urcité povédomi
mezi lidmi. Velky valcovy sud naplnil vodou, ptiklopil poklici a nechal né€kolik dni odstat, aby
vnitini tfeni v kapaliné a tfeni mezi ni a sténami sudu zajistilo jeji uplny klid vzhledem
k nadobé. Pokud méla byt myslenka o existenci lokalni nenulové tthlové rychlosti pravdiva, pfi
rychlém shromézdéni této vody blize centru sudu — tedy tfeba pti vypousténi malym kruhovym
otvorem — se kvili zachovani momentu hybnosti musela zvétsit thlova rychlost vody pritékajici
od kraji. Tak mélo dojit ke vzniku viru mificiho na dané polokouli vzdy stejnym smérem.
O tom, jak maly je to vsak efekt, svédci to, ze Perrot nakonec musel délat nékolik desitek
pokusu a jejich statistické zpracovani, a ani tak nebyl vysledek pftilis presvédcivy.

Na druhou stranu dneska vime o tvarech cyklon a anticyklon a motskych proudt na obou
polokoulich a nemiiZzeme nez konstatovat, ze v takovych méfitkach je efekt zietelné pozorova-
telny.

7) Kdo umi derivovat, samoziejmé derivuje.
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Moderni méreni rotace Zemé

Prekvapivé i dnes se stidle v mnoha laboratofich presné proméfuje rotace nasi planety.
V dnesni dobé se vétsinou jedna o detekci nepravidelnosti a dlouhodobého zpomalovani rotace.
Hlavni pri¢inou obojiho je vliv slapovych sil od Mésice a Slunce.

Samoziejmé nejpresnéjsi metoda je pomoci satelitnich navadécich systému. Ukazuje se ale,
ze druZice nemaji pravé nejlepsi ¢asové rozlieni z duvodu technického razu, zejména slozitéjsi
komunikace.

V devadesatych letech minulého stoleti se objevily prvni pfistroje vyuzivajici tzv. Sagnacuv
jev, nazyvané laserové gyroskopy nebo prstencové lasery. Jednoduché schéma je na obrazku 17.

.
Obr. 17. Prstencovy laser

Prstencovy laser je zpravidla ¢tvercova uzaviena trubice naplnéna smési helia a neonu. My
tu budeme nicméné uvazovat pro jednoduchost trubici kruhovou. V uréitém misté trubice je
ioniza¢ni za¥izeni (realizované vysokofrekvenénim obvodem), které plyn excituje a ten vysila
paprsky elektromagnetického zareni do obou smért podél trubice. Jestlize plyn spolu s prsten-
cem rotuje rychlosti w (tedy napiiklad kdyZz je upevnény na desetimetrovém betonovém pilifi
zapusténém do skély na rotujici planeté jako tfeba jeden pomérné novy laser nedaleko bavor-
ského Wettzellu), dojde vzhledem k inercidlnimu pozorovateli k Dopplerové efektu a fotony
(paprsky) vyslané do opaénych smért budou mit rtizné frekvence

Fo=fh(1+2) 2 f=p(1-%), (23)

kde fo je vlastni frekvence plynu, tedy jeho pfirozend ,zafivkova“* barva, jiz nejintezivnéji
prijiméa a vysila, r je polomér prstence laseru a c rychlost svétla. Tyto dva paprsky se $ifi plynem
a mohou excitovat dalsi atomy, pfiéemz prvni (s vyssi frekvenci) excituje jen ty, které ,dostihne
zezadu®, a druhy (s nizsi frekvenci) jen ty, s nimiz se ,,éelné srazi“, oboji z pohledu inercidlniho
pozorovatele. Pravé a jen tehdy je frekvence molekulou pfijimaného fotonu v jeji soustavé onéch
oblibenych fo. Diky tomuto procesu (a neuvazujeme-li tepelny pohyb atomu plynu) existuji
pro oba paprsky opacné sméry, v nichz se mohou $ifit bez obavy z pohlceni. Po néjaké dobé
stravené pumpovanim energie do plynu prostiednictvim ionizatoru se ustanovi rovnovaha mezi
pohlcovanim a vyzafovanim fotont a uvnitf krouzi v opa¢nych smérech dva stabilni paprsky
s frekvencemi (23). Pokud z trubice ¢ast kazdého paprsku vyvedeme a pomoci zrcitek je
soustfedime na jedno misto, svétlo se slozi a dostaneme interferenéni rdzy (interferenci v case).
To je relativné pomalé (ve srovnani s fy) kolisani intenzity o frekvenci ¢ f, ktera je rovna jako
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u mechanickych zaznéji rozdilu obou frekvenci,

wr  4wS
Sf=fr—f-=2fr—=—, 24
f=te=f-=20"-=37F (24)
kde Ao = ¢/fo, S = nr? je plocha prstence a P = 2nr jeho obvod. Tedy méfenim rozdilu
frekvence dvou paprski sledujicich odlisné drahy jsme dnes schopni urcit nejjemnéjsi zmény
rotace naseho svéta.

Uloha IV .S ... Foucaultovo kyvadlo a rotace Zemé

a) Foucaultovo kyvadlo do pisku nakreslilo pfi dvou rtiznych demonstracich dva odlisné ob-
razce, oba jsou na obrazku. Rozhodnéte, co zptisobilo jiny tvar a také jak dlouhé by muselo
byt kyvadlo, aby tyto obrazce mohly na podlaze pafizské katedraly vzniknout. Kolikacipé
jsou hvézdy/kvéty ve skuteénosti?

b) Jaky tvar bude mit hladina v kbeliku s vodou, ktery klidné stoji na rovném stole?

¢) Ukazte, ze vztah s
4 w-
of =fe—I-= 25

pro frekvenéni rozdil (frekvenci razt1) dvou protibéznych paprskii v laserovém gyroskopu
plati pro jeho libovolny rovinny tvar — tedy nejen kruhovy.
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Kategorie ctvrtych rocniki

jméno skola 1234PES II % X

Student Pilny MFF UK 33445 8 5 32 100 65

1. Pavel Maly G Ch. Doppl., Zborovska, Praha 3 - 4 4 - - 3 14 68 28

2. Lukds Labor G, T¥inec - 342 2 4 2 17 54 27

3. Madria Kieferovd G Sv. Frantiska, Zilina 23 --34 - 12 71 24

4. Karel Koldr G, Spitalska, Praha 2242 - - - 10 58 19

5.—6. Hana Sustkovd G, Trutnov 2312 2 - - 10 39 18

Tereza Zdbojnikovd G, Uherské Hradisté 131-3 41 13 43 18

7. Jana Figulovd G Ludovita Stira, Trendéin 3 3 - 1 3 - 10 53 16

8. Lukas Cimpl G, Frenstat pod Radhostém 330 3 - - 9 64 14

9.—10. Alzbéta Pechova SPS strojnicka, Vsetin - - - -3 3 - 6 46 13

Prabhat Rao Pinnaka - - - - - - = 0 87 13

11. Michael Hakl G Ch. Doppl., Zborovska, Praha - - 2 - - - — 2 63 12

12.-13. Jan Humplik Prvni ¢eské G, Karlovy Vary - - - = - = = 0 60 9

Martin Polacko G, Alejova, Kosice - - - - - - - 0 60 9

14. Vaclav Obrdzek G Jana Keplera, Praha -3 - - - - - 3 70 7

15. Katarina Bazovd G Ludovita Stuara, Trendéin - - - -2 - - 2 63 5

16.—17. Eva Haskovd G a SOS, Upice - -1-1 - - 2 25 4

Petr Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek e T 4 80 4

18.—19. Dana Suchomelovd G Ludovita Stara, Trenéin - - - - - - - 0 100 3

Martina Vavdckova G P. de Coubertina, Tabor - - - = - - - 0 100 3

20. Peter Vanya G Jura Hronca, Bratislava - - = - - - = o 17 1

Kategorie druhych rocnikii

jméno skola 1234PES II % X
Student Pilny MFF UK 33445 85 32 100 65
1. Barbora Drozdovd G Ludovita Sttra, Trenéin 332 -13 - 12 54 25
2. Zuzana Bogdrovd G TLudovita Sttra, Trendin 1 3 - 1 - - 5 50 13
3. Anna Chejnovskd G B. Némcové, Hradec Kralov 23 - -1 - - 6 50 11
4. Ondrej Maslikiewicz SPS, Hronov 1302 - — — 6 40 10
5. Jiri Ndrozny G, Boskovice - - - - - = = 0 8 6
6. Tomds Pikdlek G, Boskovice - - - - - - - 0 57 4
7. Barbora Jani G Jana Keplera, Praha 2 - - -1 - - 3 38 3
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Kategorie tretich rocniku

jméno skola 1234PES II % X

Student Pilny MFF UK 33445 85 32 100 65

1. Miroslav Rapcdk G, Orlova 23025 6 4 22 62 40

2. Petr Rysavy G J. Heyrovského, Praha 33 -35 5 - 19 64 36

3. Zuzana Docekalovda G, F. Hajdy, Ostrava 32 - - -6 14 73 32

4. Veronika Pastykovd G J. Ortena, Kutna Hora 2312 3 6 - 17 46 26

5.—6. Jan Bogar G Ludovita Sttra, Trenéin 2 3 - 4 5 — 14 61 23

Tereza Jerabkovd SPS a SOU Letohrad -3 - -5 - - 8 74 23

7. Jana Bazovad G Ludovita Sttra, Trenéin 23 - -2 - 7 70 21

8. Tereza Steinhartova G J. K. Tyla, Hradec Kralové - - - - - - - 0 58 19

9.—10. Petr Cagas G, Lesni ¢tvrt, Zlin 13 -2 - -2 8 47 16

Lada Peksovd G Ch. Doppl., Zborovska, Praha 2 3 - 2 - - - 7 64 16

11. Petra Knazekovd G Ludovita Sttra, Trenéin 23 --1 3 - 9 45 14

12.—13. Jan Hodic G J. Ressela, Chrudim --02 2 - - 4 31 10

Viktor Jamrich G Ludovita Sttra, Trenéin - - - 3 - 3 63 10

14. Jakub Klemsa G J. Vrchlického, Klatovy 13 -3 — 9 60 9

15.—16. Pavel Novotny G P. de Coubertina, Tabor -3 -1 - - 4 57 8

Stanislav Paldcek G M. Kopernika, Bilovec -—-—-1 - - - 1 53 8

17.—18. Michal Husek G, Bucovice 1111 - - — 4 21 6

Michal Miller G, Jevicko - - =2 - - - 2 55 6

19. Jan Nevoral G, Jana Masaryka, Jihlava - - - - - - - 0 45 5

20. Martin Chudjak SPS Martin - - - - - - = 0 44 4

21.—22. Vojtéch Dziewicki SG Dr. Randy, Jablonec n. N. - - - - - - = 0 100 3

Jiri Kerestes VOS a SPS elektrotech., Plzen - - - - - - - 0 100 3
Kategorie prvnich rocniki

jméno skola 1234PES II % X

Student Pilny MFF UK 33445 85 32 100 65

1. Peter Kosec G Ludovita Stara, Trenéin -3 4 4 3 - 14 67 30

2. Patrik Svancara G Ludovita Sttra, Trenéin - -4 -4 3 - 11 63 29

3. Stanislav Fort G P. de Coubertina, Tabor -332 3 1 - 12 44 25

4. Ondiej Benes SPS, Hronov 31 - -1 - — 5 57 8

5.—7. Alena Harlenderovd Slovanské G, Olomouc 33 - - - - - 6 100 6

Adam Chlapecka G TLudovita Sttra, Trenéin - - - - - - = 0 8 6

Tomds Tregner G J. Heyrovského, Praha - 1001 1 - 3 19 6

8.—9. Martina Starhovd G, Sumperk -2 --1 - - 3 45 5

Markéta Svecovd G, Havlickuv Brod 1 - -1 - - - 2 50 5
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FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

180 00 Praha 8

www: http://fykos.mff.cuni.cz
e-mail pro feseni: fykos-solutions@mff.cuni.cz
e-mail: fykos@mff.cuni.cz

Fyzikalni koresponden¢ni semindf je organizovan studenty UK MFF. Je zastieSsen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.
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