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21. ro¢nik, Gloha IV .S ... kvantovy harmonicky oscilator (7 bodi; primér 8,20; resilo
5 studentd)

Modelujte ¢asovy vyvoj vinové funkce Castice, kterou umistime do potencialu V (x) = ka? /2
a kterd je v ¢ase T = 0 popséana vinovou funkci

_(X—Xg)2> 7

wr(x.0) = exp (-5

Y1(X,0)=0.

Jedna se tedy o vinovy balik se stfedem mimo pocatek. Prozradime vam, ze jde o tzv. kohe-
rentni stav harmonického oscilatoru a vinovy balik by mél harmonicky kmitat kolem pocatku
s uhlovou frekvenci \/k/m stejné jako klasicka castice.

Pokud se vam toto podari namodelovat, miizete vyzkouset, jak se budou chovat vinové
baliky o jiné Sifce (tedy se jmenovatelem v exponencidle odlisnym od étyi), pfipadné jak bude
situace vypadat pri jiném prubéhu potencialu. Zadal autor seridlu Marek Pechal.

Méme za tkol fesit soustavu dvou parcidlnich diferencidlnich rovnic

awR(X7 T) — _82¢I(X, T) + 2X2¢I(X7 T)7

or 0X?2
81/)[(X,T) . 62¢R(X,T) _ 1 -
- = x4t vn(Xm

pro realnou a imaginarni ¢ast vlnové funkce (X, 7), kterd zavisi na bezrozmérné soufadnici X
a Case 7. Pocatecni podminky jsou dany vztahy

(X - X0)2) ’

Yr(X,0) = exp (f 7]

$r(X,0)=0.

Neptritomnost okrajovych podminek nis nemusi znepokojovat, protoze ty jsou zastoupeny
podminkou normalizovatelnosti vinové funkce — zjednodusené feceno musi vinova funkce pro
X — oo klesat k nule. Stadi tedy zvolit meze a a —a dostateéné® vzdalené od pocatku, ve
kterych polozime umeélou okrajovou podminku ¢(+a) = 0.

Rovnici dale diskretizujeme v proménné X, tj. rozdélime interval (—a,a) na 2N + 1 uzlo-
vych bodu ekvidistantné rozmisténych ve vzdélenostech a/N. Hodnoty vlnové funkce v téchto
bodech oznacime ¥ (1) = 9 (aj/N,7), kde j € {—N,—~N+1,...,N}. Z okrajov§ch podminek
pak plyne 1/1(71\’)(7') = ’(/)(N)(T) = 0. Druhou parcidlni derivaci podle X v bodé X = aj/N pak
zapiSeme pomoci jeji diskrétni aproximace

w(jfl)(T) _ 21/J(j)(7') + w(Hl)(T)
(a/N)? '

1) To znamena takové, Ze hodnota vinové funkce v bodech *a je zanedbatelna proti hodnotam v okoli
pocatku.
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7Z na$i soustavy dvou parcidlnich diferencidlnich rovnic tak dostaneme soustavu 4N — 2
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic (ODR)

+

a

1

4\ N
A (r) _ (N\? G-n 2@ (G+1) 1 (ai\* o)
a4\ (Wr (1) =29’ (1) + i (7'))_1 N 2 (7),

a

@)y 2 . .
S (F) V0 -2 )+ 0 )

kde je {—-N+1,...,N —1}.

Tuto soustavu ODR prvniho fddu bychom v principu mohli f
fesit napriklad nékterou z Runge-Kuttovych metod. My zde
viak popiSeme jednoduchou metodu?, ktera elegantné vyuziva

specialniho tvaru této soustavy. Muzeme si totiz vSimnout, Ze
1ze neznamé funkce rozdélit do dvou takovych skupin (oznacme (
je A a B), ze ¢asové derivace funkci ze skupiny A zavisi jen na 4 | 35 0- - - - - >
hodnotéach funkci ze skupiny B a naopak (v nasem pfipadé jsou 5
témito skupinami funkce LZJ(J)( ) a ng)(’?’)). (4 _____ to+ 350
Pfi integraci takové soustavy ODR je obzvlasté vyhodné ¢, 4 op O--- - - >
pocitat hodnoty funkci ze skupiny A v €asech to, to + h, to +
2h, ..., zatimco hodnoty funkci ze skupiny B v mezilehlych (< _____ O tot3h
casech to + h/2, to + 3h/2, to 4+ 5h/2,... Potom totiz mizeme 4 4 O----- >
k pocitani hodnot v kazdém dal$im case vyuzit symetrickou 1
aproximaci prvni derivace. Mame-li napiiklad soustavu dvou (‘ _____ ® lotsh
rovnic
af(t) Obr. 1. Tlustrace feSeni
“ar F(g(t),t), soustavy ODR
dg(t) _
TR G(f(t),1),

plynou z aproximaci df(t)/dt = (f(t + h/2) — f(t —h/2))/h a dg(t)/dt = (g(t + h/2) — g(t —
h/2))/h vztahy

flto+ (G+3)h) = f(to+ (j— L) R) +hF (g(to + jh) ,to + jh) ,
glto+(G+1)h)=g(to+jh) +hG (f(to+ (i +3)h),to+ (j+2)R) .

Pokud tedy na pocatku zndme hodnotu funkce f v bodé ¢o + h/2 a g v to, mizeme ihned
pomoci druhého z predchozich dvou vztahi vypocitat hodnotu g v to + h, dale pomoci prvniho
vztahu f v to + 3h/2 a tak dale (viz obrazek 1) az do hodnoty ¢, kterou potfebujeme.

Tento postup snadno zobecnime i na nasi ptivodni soustavu ODR. Jedinou komplikaci, ktera
nas déli od napsani programu pro feseni Schrodingerovy rovnice, je to, Ze zname pocatecni
podminky pro 1/1(J)( )i (])( ) ve stejném ¢ase a ne v ¢asech navzajem posunutych o h/2, jak

2) Tato metoda je p&kné popsana i v prvnim dilu Feynmanovych
predndsek z fyziky nebo v chytré knize Computational Physics od
R. H. Landaua a M. J. Péeze.
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vyzaduje vyse popsany algoritmus. To ovSem jednoduse vyresime jedinym pocatecnim krokem
o h/2 s pouzitim asymetrické aproximace prvni derivace.

Nakonec jesté vyuzijeme dalsi trik, podle kterého ziskdme presnéjsi hodnotu hustoty prav-
dépodobnosti, pokud misto % () 4 3 (t) budeme pocitat ¥%(t) + 1 (t — h/2)¢1(t + h/2).

Obr. 2. Zavislost hustoty pravdépodobnosti na poloze a Case pro ¢astice
v koherentnim stavu harmonického oscilatoru.

Klicové casti kédu pak mohou vypadat napiiklad takto ...
hx:= a/N;
// predvypocet pocatecni hodnoty pI - krok zpet o h/2
for j:= -N+1 to N-1 do
pI[jll0] := pI[jll0] - h / 2 % ((pR[j - 11[0] +
pR[j + 11[0] - 2 * pR[j1[0])/sqr(hx) -
pRI[jI[0] * sqr(hx * j) / 4);

// reseni rovnice
for k := 0 to maxk - 1 do
// vypocet hodnot pR a pIl v nasledujicim case
for j := -N+ 1 to N - 1 do begin
pI(jl1lk + 1] := pI[jl1lk] + h * ((pR[j - 11[k] + pR[j + 1]1[k] - 2 * pR[j][k])
/ sqr(hx) - pR[jI[k] * sqr(hx * j) / 4);
pRIj1[k + 1] := pR[jI[k] - h*x((pI[j - 11[k] + pI[j + 11[k] - 2 * pI[j]1[k])
/ sqr(hx) - pI[jl[k] * sqr(hx * j) / 4);
end;
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// vypocet hustoty pravdepodobnosti
for k:= 0 to maxk -1 do
for j :=-N+ 1 toN-1do
plj1[k] := sqr(pR[j1[k]) + pR[j1[k] * pR[jI[k + 11;

V tomto programu obsahuje pole pR[j] [k] hodnoty wg)(m + kh), pole pI[j][k] pak
hodnoty w(lj) (To+(k—1/2)h). Poc¢ateéni hodnoty v ¢ase 7o jsou na zac¢atku ulozeny v pR[j] [0]
a pI[j1[0]. V poli p[j][k] je na konci vypoctu ulozena hustota pravdépodobnosti v bodech
X =aj/N a casech 7 = 1o + kh.

Pokud si vyse popsany program napiSete (nebo stdhnete z nasich webovych stranek) a bu-
dete s nim chvili experimentovat, zjistite, ze pouzity algoritmus bohuzel neni stabilni. K tomu,
abychom mohli nasimulovat nékolik mélo kmiti ¢astice, je tfeba pouzit pomérné dosti maly ¢a-
sovy krok. Jinak se jakékoliv malé odchylky vinové funkce (vzniklé napiiklad zaokrouhlovanim)
v prubéhu vypoctu neldnosné zesili a znehodnoti cely vysledek. Abychom tento efekt co nejvice
potlacili, je kromé volby dostatecné malého ¢asového kroku nutné, aby pocatecni vinova funkce
byla co nejhladsi. Neni proto pfili§ rozumné ji nastavit jednoduse jako exp(—(X — Xo)?/4).
Vzhledem k okrajové podmince, kterd vyzaduje nulovost vlnové funkce v krajnich bodech X =
= =+a, by pak pravé v krajnich bodech méla vlnova funkce skok. Ten by pfi vypoctu zpusobil
vznik a Sifeni stale silnéjsich oscilaci ve vypoctenych hodnotach. Tento problém lze castec¢né
vyfesit naptiklad pouzitim pocatecni vinové funkce (1 — (X/a)?)exp(—(X — Xo)?/4). Faktor
(1—(X/a)?) vhodné utlumi gaussovsky ¢len v okrajovych bodech a pfitom jej téméi neovlivni
v oblasti, kde je jeho hodnota nezanedbatelna.

V grafu na obrazku 2 jsme hustoty pravdépodobnosti ziskali polozenim h = 107%, N = 50,

@ =10, 71 =70 = 14, Xo = 3. Marek Pechal
marek@fykos.mff.cuni.cz
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