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20. roénik, tloha I.1 ... tajemnd hmota (4 body; primér 1,88; fesilo 25 studenti)
Tajemna hmota je homogenni a izotropni oblak plynu na pocatku v naprostém klidu. Tento
oblak o celkové hmotnosti M m4 piesné tvar koule. Zjistéte, jak se (lokdlné) v objemu oblaku
bude ménit hustota pii gravitacnim kolapsu. Okomentujte rychlost hrouceni v okamziku, kdy
bude vsechna hmota tésné pied zhroucenim do jednoho bodu. Ulohu zadal Pavel Brom.

Pro zacatek si vSimnéme, zZe rozlozeni hmoty na pocatku kolapsu je sféricky symetrické.
Protoze neuvazujeme zadné vnéjsi ptisobeni na oblak, ktery je navic zpocatku v klidu, snadno
nahlédneme, Ze kulova symetrie se v priubéhu kolapsu zachova a ze rychlost hmoty v kazdém
bodé oblaku bude mit pouze radialni slozku.

Body, které na pocatku kolapsu lezely na téze kulové plose (rozumi se se stiedem v centru
oblaku), tedy budou mit i nadéle v8echny stejnou vzdalenost od centra. Proto vzdalenost bod,
které lezely na pocatku ve vzdalenosti ro, je v Case t ddna hodnotou néjaké funkce R(ro,t),
kterou se snazime najit. Funkce R pak plné popisuje pribéh kolapsu oblaku.

Tato hledand funkce R musi spliiovat pohybovou rovnici, kterou nyni odvodime (a posléze
vyfesime).

Zrychleni bodt, které na pocatku lezely ve vzdalenosti ro od stfedu, je dano druhou parci-
alni derivaci R podle ¢asu (pfitom kladné hodnoty odpovidaji zrychleni sméfujicimu od st¥edu
oblaku). Jak ale vime, je zrychleni udélované hmotnému bodu gravitaéni silou rovno intenzité
gravitacniho pole v daném bodé.

Tok intenzity pole hranici uzaviené oblasti je roven 4nGM, kde M je celkovd hmotnost ob-
sazend v této oblasti (obdoba Gaussova zdkona znamého z elektromagnetismu, ktera vsak plati
pro kazdé pole, jehoz potencidl zavisi na vzdélenosti od bodového zdroje jako 1/r). Mame-li
tedy kulové symetricky zdroj, bude i intenzita jim buzeného gravitacniho pole kulové symet-
rickd (tj. zavisld pouze na vzdélenosti od stiedu a majici jen radidlni slozku) — ozna¢me jeji
velikost ve vzdalenosti r od stfedu jako K (r). Uvazovany tok je pak roven 4wr?K(r), coz mé
byt, jak jsme fekli, rovno 4nGM, odtud K(r) = GM/r?.}

Tak konec¢né dospivame ke kyzené pohybové rovnici, ktera zni

. G
R (7“()7 t) = _Wo,t) ]\/.7(7“()7 t) .
Zde M (ro,t) oznacuje hmotnost obsazenou v kouli o poloméru R(ro,t) (pozor, ne o) v Case t.
Tento pomeérné nevinny ¢len v nasi rovnici ndm ovSem zptisobi zna¢né problémy. Zavisi totiz na
pribéhu R(ro,t) pro vechna ro (jinak feceno, jednotlivé ,slupky“, na které si mizeme oblak
rozlozit, se teoreticky mohou v pribéhu kolapsu navzajem ,pfedbihat”; ve skutecnosti to sice
nedélaji, ale to zatim nevime). V dusledku toho se z nasi pohybové rovnice stane nepékny
hybrid mezi diferencialni a integralni rovnici.?

Méme tedy Fesit néco, na co nemame zadny rozumny aparat. V takovém piipadé véts§inou
zbyvé jen jedind pouzitelnd moznost — doufat, Ze feSeni bude v néjakém pékném tvaru, a pokusit

1 Toto je znamy vysledek, ktery fika, ze gravitacni pole buzené sféricky symetrickym zdrojem je
v urcitém bodé ve vzdalenosti r od stfedu zavislé pouze na celkové hmotnosti uzaviené v kouli o polo-
meéru 7 a je stejné, jako kdyby byla cela tato hmotnost soustiedéna ve stfedu. ,Vnéjsi“ hmota gravitacni
pole v daném bod¢ neovliviuje.

2)  Pro zvédavce, ktefi chtéji védét, kde ze tam je ten integral, feknéme, zZe je schovany ve vy-
razu M (ro,t). Mizete si ovéfit, ze plati M (ro,t) = fA 4mr2 0o dr, kde o je podateéni hustota oblaku
a integrujeme pies mnozinu A, ktera je dana jako A = {r € RT : R(r,t) < R(ro,t)}. Tato mnozina
muze vypadat velmi divoce, pokud funkce R(r,t) nebude prosta v r.
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se jej uhodnout (samozfejmé nebudeme hidat jen tak nazdaibtih, ale pokusime se své odhady
podepfit néjakymi rozumnymi argumenty).

Nektef{ z vas spravné uhodli, Ze oblak se bude hroutit rovhomérné (v tom smyslu, ze vzdé-
lenosti jednotlivych bodt od stfedu jsou v kazdém okamziku pfimo tmeérné jejich pivodnim
vzdalenostem v ¢ase t = 0). K nalezeni spravného feseni stacil také slabsi pfedpoklad, ze je-li
bod A na podatku déale od stfedu nez bod B, pak tomu tak bude i po celou dobu kolapsu.
Ukézeme jednu z tvah, které nas mohly pfivést k urc¢ité hypotéze o blizs§i podobé prubéhu
hrouceni.

Na poé&atku ziejmé plati, ze hmotnost obsazena v kouli o poloméru o je imérna 3, intenzita
gravitacniho pole tedy roste imérné ro, stejné tak velikost zrychleni hmoty ve vzdalenosti rg
od stfedu. Selsky rozum nam ik, Ze velikost rychlosti, kterou hmota nabere za néjaky maly
¢as At, bude také imérnd ro a vzdalenost, o kterou spadne hmotny bod, jenz byl pivodné ve
vzdalenosti o, jakbysmet. Co jsme tim ale dostali? Ze nova vzdalenost kazdého bodu oblaku
od stfedu je pfimo imérna jeho ptuvodni vzdélenosti. Cely oblak se tedy pouze ,stejnomérné“
zmensil a zfistal ndm homogenni. Mame stejnou situaci jako na poéatku® (az na to, ze nyni
neni oblak v klidu — rychlost hmoty v ném je vsak stale tmérna vzdalenosti od stfedu a to
nam umozni tvahu aplikovat znovu). Zda se, ze homogenita oblaku by se mohla béhem kolapsu
zachovavat. Potom by tedy funkce R méla byt tvaru R(ro,t) = ro f(t), kde f(t) je néjaka funkce
¢asu (kterd v podstaté charakterizuje miru smrsténi oblaku; hodnota f(¢) = 1 je po¢ateéni stav,
f(t) = 1/2 znamen4, Ze oblak se smrstil na polovi¢n{ polomér, atd.), a M (rg,t) by bylo rovno
4mpord /3 (nezévisle na Gase — kazdy bod ma ,pod sebou® stéle stejnou hmotnost jako na
zacatku). Zkusime dosadit do pohybové rovnice a uvidime, jestli najdeme néjaké feseni v nami
ocekavaném tvaru. Po dosazeni a par elementarnich tpravach dostaneme

471G oo

3f2
Vida! Dobré znameni, z rovnic ndm tplné vypadlo ro. Pokud si tedy poradime s touto oby¢ejnou
diferencialni rovnici, mame vyhrano.

Podobné rovnice, ve kterych je druhé derivace hledané funkce zavisla pouze na hodnoté této
funkce, se fesi nasledujicim trikem. Vynasobme celou rovnici 2 f . Na levé strané tak dostaneme
derivaci f? podle &asu, na pravé pak vyraz —of /f? (a je oznageni pro konstantu 8mtGgo/3).
Integrovanim takto upravené rovnice podle ¢asu na levé strané dostaneme

f=-

P+o = —%dt:/—%df:%—k@.

Obé aditivni konstanty si miZeme shrnout do jedné a f si vyjadiime jako f = —a/f+C
(znaménko minus volime, protoZe nés zajima kolaps, tedy proces, pfi némz se f zmensuje
s Gasem).

Neznamé konstanta C' feseni komplikuje, tak se ji hned zbavime. Z toho, jak jsme si zavedli
funkci f, plyne, ze v case t = 0 je f(0) = 1 a f(0) = 0. Aby tedy platila vySe uvedena rovnost,
musi zfejmé byt C = —a, méame tedy

=4 _ 1
==

Tato ivaha vypadd trochu jako matematickd indukce, ale neni! Indukci rozhodné nemiizeme pouzit
v oboru realnych ¢isel. Zde jde spiSe o takovou ,berlicku“, ktera nam ukaze dalsi smér nasich avah.

3)
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Tuto rovnici mizeme vyfesit takzvanou separaci proménnych. Nez to ale udélame, pozastavme
se u ni na chvili, protoze nam d4 odpovéd na to, jak se chova rychlost kolapsu, kdyZ se polomér
oblaku blizi nule. Jestlize uvazujeme stale mensi velikost oblaku, jinymi slovy stile mensi f,
jde pravéa strana rovnice do minus nekonec¢na, tedy rychlost hrouceni roste nade vSechny meze
(asymptoticky jako 1/4/r). Musime si ale uvédomit, Ze toto plati pouze v klasické fyzice.
Ve skutecnosti by se na malych vzdalenostech zacaly uplatniovat jednak efekty specialni teorie
relativity, které by nedovolily, aby rychlost kolapsu pfekrocila rychlost svétla, a pak také efekty
obecné relativity — horizont udalosti, dilatace ¢asu, zmény délek v radiadlnim sméru.
Vratme se ted k nasi rovnici. Upravime si ji na tvar

=3

Va(l/f=1)

Nyni mtiZzeme na obé strany vlozit znak integralu a integrovat od ¢asut=0do ¢

F(t) 1
t=— —_—df.
/f(0)=1 a(l/f—-1) /

Substituci w = /1/f — 1, df = —2u/(u? 4 1) du si upravime integral na pravé strané a do-
staneme

2 [u® 1
-2 [
valto oo (u?+1)2

Integral vypoéitame trikem. Pokusme se vypocitat metodou per partes integral [ 1/ (u?+1) du.
Derivovat budeme funkci 1/(u? + 1) a integrovat funkci 1. Pak dostaneme

1 u —2u n (u2 +1) -1
——du = — du=———+2 | ——~-"——du.
/u2+1 YT /(u2+1)2uu u2+1+ / (u? +1)2 “
Upravime-li si jesté trochu pravou stranu, mame

1 u 1 1
du = 2 du—2] —— 4
w21 T v w1 wz+1)2
/21 3 —|—/2 /212 )

odtud si uz snadno vyjadiime hledany integral jako

,/0 (u? +1)2 du = 2(u2()+1)+§/0 u2+1dU72(u2(t)+1) +§arctgu(t).

Dosadime-li za u vyraz \/1/f — 1, ziskdvame

1 1 1
t=—=(+f(1—f)+arctgy/= —1) =—— (\/f(l—f)—l—arccos\/?) .
Va ( f Va
Mizete si ovérit, ze funkce ¢(f) je pro 0 < f < 1 prostd, existuje k ni tedy inverzni
funkce f(t), kterd by po vynasobeni ro dala hledanou funkci R(ro,t). At se ale budeme snazit
sebevic, ze ziskané zavislosti ¢t na f se nam nikdy nepodaifi vyjadfit f v zdvislosti na ¢ pomoci
»jednoduchych® funkci.
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To ndm ovSem nebrani v tom, abychom si naptiklad vykreslili graf ¢ v zavislosti na f a z néj
preklopenim podle diagonély dostali graf f(t).

Miizeme také vyuzit toho, Ze objem oblaku je v ¢ase t roven Vpf3(t) a hustota tajemné
hmoty (v kazdém bodé oblaku stejna, jak jsme zjistili) je 0o/ f3(t), tedy f(t) = (00/0(t))*/?,
a stejnym zpisobem vykreslit graf o(t) — viz obr. 1.

o/po
r/ro

0 1 0 1
tya ty/a
Obr. 1

7Z nalezeného vztahu mizeme také docela snadno zjistit, jak dlouho bude cely kolaps trvat.
Stac¢i najit limitu ¢ pro f — 0. Tak dostaneme pro dobu trvani kolapsu

™
T=_——.
2\/a

K tomuto udaji 1ze dospét také elegantni ivahou vyuzivajici tfeti Keplertiv zakon o dobé
obéhu télesa. Ta totiz zavisi pouze na hmotnosti centralniho télesa a délce poloosy obézné
drahy. Na radialni pad hmoty se pfitom mizeme divat jako na polovinu obéhu po ,nekonecné
excentrické“ eliptické draze. Nevyhodou tohoto pfistupu je, Ze nam nic nefekne o priibéhu
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