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Mili resitelé!

vvvvvv

drzeli pozvanku na jarni soustiedéni. Ostatni ovSem nemusi hazet flintu do zita! Pozvanku do
na zajezd do CERNu, ktery se uskute¢ni na konci dubna, dostanou nejlepsi fesitelé po ctvrté
Baldnkovské sérii, jejiz FeSeni jste vSichni jiz jisté odeslali. O ucasti na druhém (podzimnim)
pro vas vymysleli.

V tvodu letdku bychom také chtéli vyzvednout a pochvalit skvélé vykony nasich Tesiteli
v celostanim kole Fyzikalni olympiady'. Konkrétné se jednd o Marka Pechala, Pavla Motlo-
cha, Jakuba Bendu, Ondru Bilku, Tomdse Jirotku, Tomdse Bedndrika, Mirka Hrubého, Jakuba
Michdlka, Lukdse Novotného, Moniku Josiekovou, Lukdse Vitovce, Jana Vdnu, Michala Pa-
velku, Alese Podolnika, Daniela Simsu a v neposledni fadé Martina Kostejna. Doufdme, ze
vam FeSeni naSeho seminafe alespon ¢astecné pomohlo k tomuto tspéchu.

Honza Prachar

Den s experimentalni fyzikou

Jako kazdy rok i letos vas srdecné zveme na tradini celodenni akci s ndzvem Den s ex-
perimentalni fyzikou (DSEF), kterou pofddame prednostné pro fesitele FYKOSu samoziejmé
bez ohledu na vysledky v nasi soutézi a pripadné pro jejich pratele a pedagogicky doprovod.
Dostanete jedinecnou prilezitost prohlédnout si nejriznéjsi zafizeni, se kterymi fyzikové pra-
cuji, seznamit se s aktualni problematikou a nejnovéjSimi poznatky v experimentalni fyzice
a také poznat ucitele na Matematicko-fyzikdlni fakulté. Letosni DSEF se uskutecni v ttery
25. dubna 2006 a bude spojen s odjezdem vybranych tcastniki do CERNu po skonceni akce.

Néplii letosniho Dne byla inspirovana modernimi trendy ve fyzice, které mizeme vyjadrit
slovy jako ,nano“, ,femto“ ¢i ,nukledrni“, a proto vas letos ¢ekaji exkurze jednak poprvé do
Ustavu jaderného vyzkumu a Ustavu jaderné fyziky AV CR v Rezi u Prahy, kde (pouze pro
starsi) rovnéz probéhne tradiéni exkurze k jadernému reaktoru, a potom odpoledne na MFF
na Karlové exkurze k nano a femtosekundovému laseru a kromé dalsich také k elektronovému
mikroskopu, ktery ndm umoznuje studovat detailni strukturu a slozeni vzorku ¢i poskytne
neobvykly a ptisobivy pohled do o¢i hmyzu.

Podrobnosti se pribézné budou objevovat na webu http://fykos.mff.cuni.cz/cz/dsef, kde
naleznete prihlasovaci formula¥, rozvrh exkurzi, cestu na misto a Cas srazu a dalsi uzite¢né
informace a pokyny. Hlavné zde najdete seznam piihldSenych tcastniki, se kterymi si miiZete

Y viz http://www.pef.zcu.cz/pef/kof/pom/fo_06/vysledky.html
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domluvit spole¢nou cestu! Pokud by hrozilo, Ze byste cestovali sami, muZete v pfipadé volné
kapacity pfihlasit svého kamarada se zdjmem o fyziku. Rovnéz se DSEF bude moci zucastnit
vas pedagogicky doprovod.

Prihlasky

K ptihlaseni prosime pouzivejte prednostné webovy formuldr, ktery bude zprovoznén na FY-
KOSich strankéich http://fykos.mff.cuni.cz, a pfed jeho vyplnénim se dobfe seznamte s pokyny!
Ti, ktefi nemaji pfistup na internet alespon jednou tydné, mohou poprosit svého kamarada ¢i
ucCitele, aby vas prihlésil, nebo v krajnim pfipadé nam mohou zaslat pozadované udaje jméno,
priyment, vek v dobé kondni, zdjemci o reaktor ¢islo OP, preferovanou skupinu ¢. 15 aZ 19 podle
véku, resp. vasich znalosti a kontakt na sebe nejlépe formou sms (tel. 723 781 754 — nevolat;
diakritiku ve jménu nahradte vhodnymi znaky), popfipadé postou na adresu FYKOSu. Viem
pfihldSenym zasleme v tydnu pred akci podrobné informace a omluvenku do skoly, coz zaro-
ven poslouzi jako potvrzeni vasi ucasti. Sledujte prubézné web a k feSeni jakychkoliv situaci
pouzivejte e-mail dsef@fykos.mfF.cuni.cz!

Uzavérka elektronickych pfihlasek je stfeda 12. dubna 2006, ptri¢emz papirové prihlasky
musi byt odesldny nejpozdéji v patek 7. 4. Nefesitelé FYKOSu — zdjemci o fyziku se pfihléasi po
predchozim souhlasu organizatort a v pfipadé volnych mist. S prihlaskami, prosime, neotélejte,
vyjednana kapacita DSEF, resp. jednotlivych skupin a laboratofi je omezena!

Pavel Brom
dsef@fykos.mff.cuni.cz

Zadani V. serie

Termin odeslani: 10. dubna 2006

Uloha V.1 ... ved svou barku dal 2a
Pracovnici NASA objevili, Ze uréité sedimenty rostlinného pivodu na ro

mésici Europa maji zajimavou $tépnost na velice pevné desky tvaru ob-
délniku a rovnoramenného trojihelniku, takze z nich lze snadno a levné
postavit lod vysky h, délky d a sifky paluby 2a jako na obrazku 1. Kapi-
tan vam dava za kol zjistit, pro jaké hustoty taméjsich oceanskych vod
bude plavba bezpecna.

Predpokladejte, ze desky maji konstantni tloustku a hustotu om, Ze lod d
je dutd a ma palubu. (Diskutujte pfipad, Ze plavidlo neni duté a celé mé Obr. 1
konstantni hustotu gm.) Nemusite kapitanovi pfedlozit jedinou vyslednou relaci, spise prakticky
uzitecny navod na propocty s uvedenim vsech potrebnych vztaht; snazte se je napsat prehledné
a usporné a oduvodnéte uziti pfipadné vhodné aproximace.

Uloha V.2 ... Pet u okna

U okna ve vytopeném pokojiku stoji uzaviena prazdnd PET lahev. Za oknem mrzne, az
prasti. Rano maminka oteviela okno, aby mistnost dikladné vyvétrala, jenze pfi vafeni obéda
na to zcela zapomnéla, a v pokojiku tak klesla teplota pod bod mrazu. Urcete relativni zménu
objemu ldhve, ktera stoji na okné.
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Uloha V.3 ... téinnost elektrirny

Vypocitejte Gcinnost stroje, ktery pracuje mezi dvéma tepelnymi laznémi o teplotach T
a Ty, T1 > T» a ktery dosahuje maximéalniho mozného vykonu. Do vysledného vztahu potom
dosadte data n&které zndmé elektrarny.

Uvédomte si, ze Carnotiv stroj ma nulovy vykon, protoze pfi izotermickém dé&ji je rozdil
teplot mezi strojem a lazni nekonecné maly, coz zpusobi nekone¢né maly tepelny tok a neko-
necné maly vykon stroje.

Uloha V .4 ... prirodni reaktor

Ve vzorku pfirozeného uranu je 0,72 % izotopu 2**U s polo¢asem rozpadu 704 miliént let
a zbytek izotopu 2*3U, ktery m4 polocas rozpadu 4468 miliénd let.

V sedmdesatych letech minulého stoleti byla pfi tézbé uranu v oblasti Okla v rovniko-
vém Gabonu objevena ruda s relativnim zastoupenim izotopu 2**U 0,44 %. Tento nesoulad lze
vysvétlit tim, ze se v lozisku kdysi samovolné zazehl prirodni jaderny reaktor.

Uréete, po jakou dobu jaderna reakce probihala, bylo-li §tépeni 2**U vyvoldno pomaljmi
neutrony. Ke srazce néjakého pomalého neutronu s danym jadrem dojde priimérné jednou za
352 tisic let.

Uloha V.P ... o ztracené studné

Babicka a dédecek obyvaji uz léta svoji starou chalupu, kde maji vlastni studnu se zna-
menitou vodou. Jednoho dne pfestala pumpa jejich vodu Eerpat, pravdépodobné se poskodil
kos ve studni. Tato drobné zavada se vSak ukazala jako velky problém, neb oni sami ani jejich
predkové nevédéli, kde byla studna kdysi vykopéana.

Od cerpadla, které je uvnitt chalupy, vede jedenapiilpalcova trubka asi metr pod zem, kde
zahybé a pokracuje vodorovné smérem ven z chalupy. Studna je zavezend, avSak neni jasné,
jestli je na zahradé ¢i dokonce pfimo pod domem.

Poradte starouskim, jakym zptisobem nalézt studnu. Navrhnéte nékolik co nejsnéze pro-
veditelnych postupi.

Uloha V .E ... babié¢iny paladinky

Rozehrejte panvicku na plotynce nebo nad plamenem tak, aby se na ni daly smazit palac¢inky
(asi na 200°C). Pokud na jeji suchy rozzhaveny povrch cadknete kapicku vody, hned se nevypaii,
ale bude po ném az minutu rejdit. Proméfte dobu rejdéni v zavislosti na velikosti kapicky a tento
jev se pokuste vysvétlit.
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Reseni lll. série

Uloha III.1 ... dotyk koule a vélce (4 body; primér 1,70; vesilo
50 studenti)
Koule a valec o stejném poloméru a stejné hmotnosti jsou vyrobené
z riznych materidlu a lezi na naklonéné roviné tak, Ze se vzajemné
dotykaji. Urcete, za jakych podminek zustanou lezet v klidu. @
Resil Petr Sykora pvi TJUFu. Obr. 2

Ze vseho nejdiive se musime omluvit, Ze pfi formulovani tlohy doslo ke dvéma zjednodu-
Senim (télesa maji stejné hmotnosti a poloméry), které kazdé zvlast jesté dovoluje teoretické
zaseknuti koule a valce i na jiné nez vodorovné podlozce, ale dohromady neumoznuji zaseknuti
se obou téles na naklonéné roviné.

Zacneme tim, Ze si ozna¢ime dle obrazku 3 vSechny sily,
které na soustavu koule a vélce pusobi. Télesa na sebe vza-
jemné pusobi normalovymi silami N a —N a tfecimi si-
lami F; a —F;. Pro naSe feSeni zanedbame valivy odpor,
jelikoz jeho velikost by byla o nékolik fadt nizsi nez veli-
kosti ostatnich uvazovanych sil.

Aby néas systém zustal v klidu, musi byt vyslednice vSech
vnéjsich sil plisobicich na kazdé téleso nulova. Obdobné musi
mit nulovou velikost také soucet vSech momentt vnéjsich sil.
Diky tomu, Ze nas zajima staticky pfipad, musi toto platit
pro momenty sil vici libovolné ose, tudiz i pro osu, ktera pro- Obr. 3
chézi stfedem koule (vélce) a je zaroven kolmd k nékresné.

Jelikoz vici témto osdm maji nenulovy moment jen tfeci sily, budeme se momenty sil zabyvat
dfive nez vyslednicemi sil.

Klidové treni mezi valcem a podlozkou i klidové tfeni mezi valcem a kouli ptisobi se stejnym
ramenem sily vici stfedu tohoto télesa, proto plati rovnost Fy = Fi1. Obdobné pro druhé téleso
zjistime, ze Fy = Fio.

Nyni se zaméfime na vyslednice vnéjsich sil. Z rovnovahy vsech sil piisobicich na valec pro
slozky sil rovnobéznych s naklonénou rovinou plyne

mgsina+ N — Fy1 =0.
Obdobné pro kouli ziskdme vztah
mgsina — N — Fia =0.

Odectenim poslednich dvou rovnic dostaneme N = 0. Té€lesa tedy k sobé nejsou pritisknuta,
a tudiz nemtzou vzniknout ani tfeci sily F; a —F;, coz je ve sporu s predpokladem. Soustava
nemuze byt ve statické rovnovaze a nemuze tedy zistat v klidu. Jina situace by samoziejmé

nastala, pokud by télesa méla rozdilné hmotnosti, nebo prameéry. Petr Sgkora

petr@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha III.2 ... ndjezd na ¢ocku (4 body; primér 2,90; tesilo 49 studentii)

Meéjme spojku o ohniskové vzdalenosti f. Zdroj svétla je na ose ve vzdalenosti a > f od
¢ocky, za kterou vznika jeho obraz. Zdrojem zacneme pohybovat urcitou rychlosti smérem
k cocce. Urcete, jak rychle se pohybuje obraz. Rozhodnéte, zda tato rychlost miize byt i nad-
svételna. Bylo by to v rozporu s principy specialni teorie relativity?

Vymyslel Jarda Trnka, kdyZ psal studijni text z optiky.

Ackoliv je tloha velmi nevinné zadand, skryva mnohé nastrahy. Problém je v tom, Ze nejsou
splnény predpoklady pro pouziti geometrické optiky.

Zkusme ulohu vyfesit nejdfive zcela naivné pouzitim zobrazovaci rovnice. Pro polohu pfed-
meétu plati a = ap — vt, kde ap je pocatecni poloha prfedmétu a v jeho rychlost. Pro polohu
obrazu potom dostaneme

1 1 1 (a0 —wt)f
a+a’ f @ ap—vt— f

Rychlost pohybu obrazu vypocitame jako derivaci polohy podle casu

lidali fzv o f 2
YT T (a0 —ot— )2 ‘”(wf) '

Vidime tedy, Ze rychlost muize nabyvat libovolné velikosti, tedy i nekoneéné (pokud jmeno-
vatel jde k nule). Zde ale nardzime na zasadni problém. Toto feseni je zjevné Spatné, nebot
zobrazovaci rovnice byla odvozena za pfedpokladu nekonec¢né rychlosti svétla.

Pokud polozime pred ¢ocku predmét, bude chvili trvat, nez vznikne za ¢ockou obraz. Fotony
tam musi chvili letét a jejich rychlost neni nekonecna, jak dobfe vime. Ve statickém pfipadé
by to moc nevadilo, nebot by po néjaké chvili obraz vznikl a poté uz by stale existoval (tedy
byl by zachytitelny na stinitku). Pro pfipad pohybujiciho se pfedmétu to ale nejde. Rychlost
obrazu, jak jsme ji vypoditali, totiz neodpovida ni¢emu realnému (jedna se pouze o virtudlni
bod, kam paprsky doleti nékdy v budoucnosti). Pokud nas zajimé obraz, ktery by el zachytit
na stinitku (tj. ktery by byl skuteéné vidét), musime kone¢nou rychlost svétla zapoditat.

Pokud je v ¢ase t; = 0 predmét umistén v poloze x = a, vytvoiri paprsek obraz v case
t1 = (a+a')/c. O chvilku pozd&ji v ¢ase to = dt je pfedmét umistén v poloze z = a — da
a obraz se utvori v ¢ase t5 = (a—da+a’+da’)/c+dt. Obraz se tedy posune o da’ za ¢as t5 —t].
Pro rychlost obrazu mame

Y = da’ da’
Tty —t, " (da/ —da)/c+dt’

Po dosazeni za da = vdt a da’ = vf?/(a — f)? dt dostaneme po tGpravich

’Ul = vf2
(a= PF —vala—2f)/c

Snadno se presvédcime, ze takto vypocitana rychlost je omezend rychlosti svétla. Takze by se
zdalo byt vse v poradku. Problémy vsak nekonci.

Tento vysledek totiz plati pouze pro bodovy zdroj a hlavné pouze pro paprsky, které jdou
po ose (takovd totalni paraxialni aproximace). Paprskiim (pfesné&ji fotondm), které nejdou
po ose, trva déle, nez se na misto urceni dostanou. To znamend, Ze nemize vzniknout ostry

5
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obraz, protoze jeho jednotlivé ¢asti vzniknou v riznych ¢asech (pfislusné fotony tam doleti
postupné). Vysledkem tedy je, Ze v pfipadé pohybujiciho se pfedmétu nevznikne ostry obraz.
Naopak, obraz se bude postupné rozmazavat, a to tim vic, ¢im bude rychlost pohybu obrazu
vetsi.

Par slov k doslym feSenim. Vétsina fesSitelti spravné urcila rychlost obrazu v ptfipadé neko-
ne¢né rychlosti svétla. Cast fesitelfi také odhalila, Ze koneénd rychlost svétla bude éinit jisté
potize. Ti, ktefi provedli korekci i pocetné, obdrzeli bonus bod. Jarda Trnka

jarda®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III.3 ... odloZena koupel (4 body; primér 1,62; vesilo 29 studentd)

Robin se rozhodl, ze se po pil roce vykoupe. Napustil si vanu teplou vodou o teploté T}
a objemu V;. Ke koupani ale zase nedoslo. Napadlo ho, ze je to zbytec¢né plytvani energii, teplo
z vany totiz lze pouzit i lépe.

Robin je sikovny a umi si vyrobit libovolny tepelny stroj, proto si uz davno chtél izotermicky
stlacit plyn o teploté T, objemu V) a hustoté p. A tady k tomu dostal idedlni prilezitost. Jako
chladi¢ pouzil okolni vzduch, jehoz mnozstvi je nevycerpatelné a jehoz teplota je T>. Urcete,
na jaky minimalni objem Vi, Ize tento plyn stlacit, pouzije-li k tomu Robin teplou vodu ve
vané a svij tepelny stroj. Matous se nechal inspirovat na predndsce z termodynamiky.

K lepsimu znédzornéni problému ndm pomiize obrazek 4. Veli¢iny odpovidajici vané oznacme
indexem 1, vzduchu indexem 2 a zahfivanému plynu indexem 3. Kladnym znaménkem ozna-
Cujeme teplo, které dané téleso ptijalo, zdpornym znaménkem teplo odevzdané. Obdobné je
prace vykonana na plynu kladna. Kli¢ové bylo uvédomit
si, Ze muzeme vyuzit teplo Q3 uvolnéné pii izotermickém
stlacovani plynu.

Pokud je vnitini energie plynu jenom funkci teploty
(coZ napf. pro idealni plyn plati), nebude se pfi izoter- —§Q;
mickém déji ménit. Z prvniho termodynamického zdkona
dU = 6Q + dW dostavame pro element prace dW = —0Qs. SW
Soustava jako celek je uzaviena, jeji celkova vnitini energie —6Qs
se tedy neméni. Protoze na vané ani vzduchu se prace ne-
kond, budou prirtstky jejich vnitini energie rovny prirtst- 5Q2
kam tepel. Pfi pouziti vyse uvedené znaménkové konvence
dostavame

Q14 0Q2 +0Q3 + W = 6Q1 +6Q2 = 0.
Obr. 4
Zavedme veli¢inu zvanou entropie nasledujicim vzta-
hem pro jeji maly piirtstek dS = 6Q/T.? Celkova entropie izolované soustavy nikdy neklesa,
coz si muzeme ilustrovat na pfikladu dvou téles o teplotach Ty a Tt (Ts < Ti). Vyjadfime si

2 Pro priristek entropie (obdobné jako u vnitiéni energie)

pouzivame symbolu totdlniho diferencialu d, protoze jde o stavovou veli¢inu (pfi pevném lat-
kovém mnozstvi je pevné uréena hodnotami U a V). Oproti tomu se prace a teplo vztahuji
k urcité trajektorii ve stavovém prostoru, nejsou urceny jednim bodem stavového prostoru,
totalni diferencial nemayji.

6
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zménu celkové entropie za pfedpokladu, Ze si obé télesa vyménuji teplo pouze mezi sebou (tj.

Qs = _Qt)

(;Qs 5Qt 1 1
dS =dSs +dS; = =6Q: | =—=1)>0
tdv=T @G \n—7)°
Uvédomme si, ze vyraz v zavorce je kladny a zadporné dQs by odpovidalo pfedavéani tepla ze
studenéjsiho télesa teplejsimu, coz odporuje druhému termodynamickému zakonu.
Pro uvazovany systém tedy dostavame

dS:1 +dS2 +dSs >0,

(5Q1 (SQQ (SQB

Tty T2 TS 5.

T + Ty + T -
Uvazujme, Ze tepelna kapacita C' vody ve vané je nezavisla na teploté, potom dQ1 = —dQ2 =
= C'dT1. Pro zménu entropie systému béhem celého déje, kde se vana ochladi z teploty 71 na

teplotu 7%, dostavame . .
2 dT; C 2 w
cl| -~ dnn—- - >o0.
7, T Ts Jr, T
Vidime, Ze prace vykonand na plynu bude maximélni, pokud bude zachovana rovnost (déj
je tedy vratny, opacny dé&j by neporusoval podminku neklesani celkové entropie). Maximalni

prace je tedy
_ T Ti
Wmax = CT (ln T (1 T2)> . (1)

Abychom urcili minimalni objem V', musime znat zavislost tlaku plynu na teploté a objemu,
tedy jeho stavovou rovnici. Pro zjednoduseni uvazujme idealni plyn se stavovou rovnici pV =
= nRT, kde n je latkové mnozstvi a R univerzalni plynova konstanta. Pti vyjadfeni prace si
dame pozor na to, ze zména objemu je zapornd, pred integralem bude tedy znaménko minus.

Vinin Vinin 1 Vmin
Wmax = _/ pdV = —TZRT/ —dV = —nRT In . (2)
Vo v V Vo

Porovnanim vztahii (1) a (2) dostavame

Vinin = Vo exp [% (1—£—ln§):|.

Ukazme si, ze uvedené maximalni prace lze skutecné dosdhnout. Vytvorime Carnottv cyk-
lus s vanou jako ohfivacem a vzduchem jako chladi¢em. Vana dodéva teplo —dQ1, timto cyklem
miizeme tedy ziskat praci (—6Q1)(1—T%/T1). (Dokazte sami obdobnou tvahou jako na zac¢atku
FeSeni, ze u¢innost Carnotova cyklu je nejlepsi mozné.) Teplo (—dQ3), které se uvolni pii stlaco-
vani plynu, mtzeme vyuzit v dalsim Carnotové cyklu, probihajicim mezi plynem a vzduchem.
Pro element prace vykonané na plynu dostavame

SW = (—5Q1) (1 - %) +(=0Qs) (1 - %) .

Pokud si uvédomime, ze (—dQs) = 6W a pro element tepla plati 6Q1 = CdT1, obdrzime

rovnici T T
—_Cc(1=-22)ar 122
W c( Tl)d1+6W( T),
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z niz snadno osamostatnime element prace

T P
Integraci opét dospéjeme k vysledku (1).
Abychom mohli splnit podminku izotermického stla¢ovani, musi byt 7' > T>, v opa¢ném
ptripadé by plyn nemohl odevzdavat teplo Zzadnému okolnimu objektu.
Vétsina z vas bohuzel zapomnéla na teplo, které se uvolni p¥i stlacovani plynu. Jediné
spravné (a vyCerpavajici) feSeni poslal Marek Pechal, ¢imz si zaslouzil prémii.

Jirka Lipovsky
jirka@fykos.mfF.cuni.cz

Uloha III.4 ... stoupavy proud (3 body; primér 2,16; vesilo 31 studentt)
Letadlo leti vodorovné rychlosti o velikosti v a najednou vlétne do stoupavého proudu
o rychlosti velikosti v'. Jaké bude podateéni vertikalni zrychleni letadla tésné po nalétnuti do
stoupavého proudu?
Predpokléadejte, ze soucinitel vztlaku C (koeficient v Newtonové vzorci pro vztlak) zavisi
linearné na thlu, ktery svira smér proudéni vzduchu s rovinou kfidla.
Navrhl Matou$ Ringel, kdyz mu ulohu odmitl prof. Volf do FO.

Svisla vztlakova sila ptisobici na letadlo je dle Newtonova vzorce rovna

F, = 1C0Sv?,

-2
kde S je celkova nosna plocha kiidla, ¢ hustota vzduchu a v velikost rychlosti vzduchu vuci
kiidlu. Koeficient vztlaku C' charakterizuje kiidlo v¢etné jeho ndklonu viéi vzduchu.

Sledujme problém ze soustavy spojené s letadlem. Na pocatku

letadlo leti vodorovné, kiidlo je sklonéno vici horizontalni rovine, aov
ve které fouka vitr, o thel ayp, jak vidime na obr. 5. Po nalétnuti do Obr. 5. Pred naletem
stoupavého proudu zacne na kiidlo proudit vzduch pod thlem «
jako na obr. 6.

Podle zadani vime, Ze soucinitel C' je linearné zavisly na thlu
néaklonu, pro koeficient odpovidajici thlu naklonu o plati Cop = v' v
=C + kap. Koeficient odpovidajici thlu naklonu o 4+ «p muzeme Q&
vyjadfit ve tvaru C' = C+ k(oo + a) = Co + ka. Obr. 6. Po naletu

Uhel a mtizeme uréit z obr. 6, v'/v = tga ~ . Aproximaci
provadime za predpokladu, ze rychlost stoupavého proudu je mnohem mensi nez horizontalni
rychlost letadla. P¥imo dosazenim do Newtonova vzorce vypocitame silu pusobici na letadlo.

Fpied - %COQSUQ )
Fpo = %C’gS(v2 +0"%) = 1(Co+ ka)oS(v® +v"?) = 1(Co+ kv /v)oS(v? +v"?).
Sila Fpiea kompenzuje gravitaci, proto pocatecni vertikalni zrychleni je rovno

_ Fpo — Fprea  Cov? + kv (v"? +0?)

/v
S
m 2m 02

kde m je hmotnost letadla. Petra Sukovd € Karel Tima

pet@fykos.mff.cuni.cz, kajinek@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha III. P ... udychany béZec na ledé (4 body; primér 1,51; vesilo 49 studenti)
Jedno pozdni zimni odpoledne se sel Matous probéhnout na zamrzly broumovsky rybnik.
Matous chvilku bézel, ale po par metrech uz nemohl a zastavil se. V zapéti se vsak pod nim
led prolomil a Matous zahucel pod vodu. Vysvétlete, pro¢ se pfi béehu pod Matousem led
neprolomil a po zastaveni ano? Uloha ze sbirky Dr. Kapicy.

Nejdiive si vyslechnéme rozmluvu nasich starych znamych.

Ptdk Fykosdk: Slysel jsi, ze je nejlepsi po ledé bézet a ne na ném jen tak stat?

Student Pilny: A to proc¢?

P: Mné to neprozradili. Mam ale takovouto teorii. Kdyz na ledé stojis, udélujes danému
mistu ledu vétsi impuls sily, nez kdyZ po ném jen tak probéhnes. A to i pfesto, Ze pfi béhu na
led urcité pusobis vétsi silou nez pfi béhu. A kdyz ledu udélis vétsi impuls sily, nez je mezni
impuls sily, pak se led prolomi.

S: Pockej, to je ale divné. Piedstav si to takto. Na led polozi§ také zavazi, aby zdaleka
nedosahovalo hodnotu sily, pfi které se led bézné prolomi, a ¢ekas. A za dostate¢né dlouhy cas,
kdyz zavazi udéli ledu potifebny impuls, se led prolomi.

P: Presné to jsem fikal.

S: Ale presné to je na tom divné. To by znamenalo, Ze je jedno, jak velkou silou pusobis,
ze led reaguje na zatiZeni riiznou silou stale stejné, v podstaté linedrné a to neni realné.

P: A ¢im bys to vysvétlil ty?

S: No, je to néco podobného. Ukazuje se, ze vétsina latek dokéze kratce odolat mnohem
vétsimu zatiZeni, neZ je to p¥i dlouhodobém zatiZeni. Rikdme, %e dynamické mezni zatiZeni
je vétsi nez statické zatizeni. A jesté bys nemél zapomenout, Ze se pod ledem nachdzi voda.
Je naptiklad urcité velky rozdil, kdyz polozis ledovou desku na zem a kdyz ji jen upevnis
v néjakych bodech a potom ji namahas. V prvnim p¥ipadé (to vi§ ze zkuSenosti) vydrzi vétsi
zatizeni.

P: To mam tedy podle tebe skdkat na ledé, kdyz se nechci utopit?

S: Urcité bych to nenazval skakdnim. A kdybys skakal stdle na stejném misté, tak se uréité
probofis, protoze led sice muzes jednorazové zatizit vétsi silou, ale ne vickrat. Takze nejlepsi
je skékat vzdy na nové misto, tedy bézet. Ale i to urcité s mirou. Led také vydrzi jen urcité
naméhani. Proto by bylo nejidealnéjsi bézet co nejopatrnéji. No, a co se tyka tebe, nejlepsi je
létat.

Ted se na véc podivame trochu blize. Pfi béhu se od ledu odrézime a nésledné na néj
ze led je namahany znatelné vic, a prece to vydrzi. Cim to tedy mize byt?

Co vime o ledé? V prvni fadé je idealni led® krystaticka a takzvana kiehké latka. Z toho
zjistujeme, Ze se miize v riznych smérech chovat pii zatiZen{ velmi odlisné. Pro kiehké latky
je charakteristické, ze se v porovnani s kovy deformuji méné a prakticky vyluéné plasticky.
Znamend to tedy, Ze se led na rybniku deformuje zanedbatelné? Je si tfeba uvédomit, ze
struktura ledu na rybniku bude mit asi daleko do idealniho ledového bloku. Led bude mit spise
vrstvovitou strukturu. To samoziejmé zpiisobuje, ze takovyto led je ,ohebnéjsi“ nez idealni
led.

Dale i samotny idealni led mé jistou zvlastnost. Pokud bychom chtéli urcit mezni napéti,
mohli bychom pouZit stejné postupy jako u zelezu podobnych latek. Jenze porovnani se skutec-

3) idealni led ve smyslu krystalické m#izky s riuznymi poruchami, tedy v makroskopickém
méritku homogenni
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nosti ukazuje, ze se takovéto ivahy od skutecnosti odlisuji i vice nez stonasobné. Kde je tedy
skryty problém? Problém spoéiva v tom, Ze v kazdé latce se vyskytuji ruzné defekty a ty hraji
pro kfehké latky podstatnou roli. Pro mikrorys (vzpominany defekt) urcité délky ¢ v objemu,
kde se nachdzi jen on a na ktery piisobi napéti zplisobené zatizenim (téchto zjednoduseni se
asi ve fyzice uz nezbavime), je mozné odvodit nasledujici vztah

8E~

o > .
TC

Ten mluvi o tom, Ze pfi napéti o vétsim, nez je vyraz napravo, dojde k ndhlému prolo-
meni materidlu (do té doby dochézi k malym, ale plastickym deformacim), pficemz E a ~
jsou materidlové konstanty (samoziejmé v uréitém pfiblizeni). Ze nevétite? Zkuste to ovéfit
experimentem. Ukazuje se totiz, Ze tento vztah odpovida realité velmi dobfe. P¥i dynamickém
zatizeni se zac¢nou na ledé€ zvétSovat rysy a v podstaté klesd maximalni mozné zatizeni. Kdyz
prestaneme zatéZzovat materidl ve spravném momenté, nepraskne. Proto musime jednoduse ve
spravny moment odskodit.

Druhym podstatnym faktorem je voda pod ledem. Pfedstavme si, ze stojime na néjakém
kousku ledu. Protoze jsme tézci, led se potapi a my za chvili ziskdme nepiijemnou zkuse-
nost s ledovou vodou. Kdyz vsak na takovyto kousek ledu doskoc¢ime a okamzité odskocime,
nemusime se potopit. Cim to je? Led si pokojné plave na hladiné. Doskoéime na néj, ptiso-
bime na néj nasi tihou a okamzitd rychlost, se kterou se led potapi, je velkd (kousek ledu je
maly), proto i odporové sila bude velkd. Proto pokud nebudeme p¥ili§ téZci, mizeme stihnout
odskocit. V ptipadé ledu na rybniku se jednd o néco velmi podobného. Rozdil je v tom, ze
tentokrat se nejednd jen o néjaky kus ledu, ale o soucast ledu na rybnice. Odsud plyne, zZe
celkovd sila (resp. napéti v daném bodé) je o néco mensi nez sila plynouci jen z toho, jak
byt dokonce celkové zatiZeni ledu po dobu dopadu mensi, nez pfi obycejném stani! Takze se
oba vlivy velmi vhodné dopliuji. Pokud se chcete dozvédét vice, mam pro vas zajimavy odkaz
http://www.tf.uni-kiel.de/matwis/amat.

Bodovani bylo ¢isté subjektivni, snazil jsem se ale obodovat kazdou rozummnou fyzikalni
avahu. Ale pokud se i pfesto nékomu zd4, ze jsem ho obral o bodiky, at se ozve.

Peter Zalom
peter@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IIL.E ... a jsou tu zase hody! (8 bodi; primér 5,90; vesilo 41 studentii)

V Cernvife je veselo, vsichni tancuji, bavi se, ale hlavné piji alkoholické napoje. Ne vsak
kazdy se chce co nejdiive opit. Mezi mistnimi starky je jeden, kterému jde zejména o vé-
decky vyzkum. Po vypiti dvou litri levného stolniho vina ho napadlo, ze by mohl zjistit, kolik
toho alkoholu do sebe vilastné dostal. Nebyl ovsem v natolik stiizlivém stavu, aby experiment
zrealizoval. Zkuste to tedy vy!

Zméite, jaky je hmotnostni podil alkoholu obsazeny v levném stolnim viné, a vysledek
porovnejte s hodnotou na obalu.

Nasel Jarda Trnka na internetu a vzpomnel si pri tom na jednoho z organizdtori.

Zamysleni nad zaslanymi protokoly

Tato tloha byla mezi fesiteli zjevné oblibend, a proto se objevila i celd fada postupt
vypracovani. Snad nejéast&jsim byla destilace, tj. ohfat vino na teplotu pfiblizné 78°C, nechat

10
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odpafit ethanol, nasledné ho zachytit na néjakém chladic¢i a zvazit. Tato metoda nardzi na
nedokonalost destilace (spolu s ethanolem se odpafuje i voda, naopak ne vSechen ethanol
zkondenzuje apod.). Jen nékolik Fesiteld napadlo nezabyvat se destildtem, ale naopak zvazit
to, co po destilaci z vina zbude. Zde uz je problém jen mnozstvi odpafené vody a to se da
pomérné jednoduse zjistit (viz nas postup). Tato metoda dévala vysledky s chybou v fadu
procent, u nékterych fesiteli s nedokonalou aparaturou i desitky procent.

Druhou nejpouzivanéjsi metodou bylo métreni hustoty vina. Pokud predpokladame, Ze vino
je jen smés vody a ethanolu, mizeme z hustoty urcit mnozstvi ethanolu. Zfejmym omezenim
této metody je zanedbani ostatnich slozek ve viné, coz v zavislosti na druhu pouzitého vina
mize vést k vétsim nebo mensim nepiesnostem (néktefi Fesitelé zjistili, Ze jejich vino ma vétsi
hustotu nez voda, nelze se pak divit, Ze vysledek byl chybny). Pro tuto metodu je asi ide-
alni testovat bilé suché mladé vino, které ma nejmensi podil cukru. Lukds Drdpal zjistil, ze
podil cukru ve viné je asi 1/9 podilu ethanolu, tento tidaj se dal pouzit pro pfibliznou ko-
rekci. Marek Pechal zkombinoval tuto metodu s destilaci a zjistil tak mnozstvi pfisad pomérné
presné. Celkové byla metoda méreni hustoty nejjednodussi a nejpresnéjsi, i kdyz byla zatizena
systematickou chybou.

Neékolik fesitela se pokouselo o slozité titraéni postupy, které vesmés vedly k naprosto
chybnym mnozstvim ethanolu. Divody jsou asi komplikované. I kdyz budeme pfedpokladat,
Ze titracni postup byl proveden precizné, porad nelze vyloucit reakce titra¢ni smési s ostatnimi
slozkami vina. Objevily se ovSem i kuriéznéjsi postupy méreni. Nékteri resitelé se pokouseli vino
zapélit (bohuzel nebo préavé mozna nastésti netispésné). Bylo by mozné uréit podil ethanolu tak,
Ze by se experimentalné zjistilo, pri jakém podilu ethanolu smés voda-alkohol jesté hori, a poté
pridavanim ¢istého lihu obohatit vino natolik, ze by vzplalo. Lukds Drdpal méfil podil ethanolu
na zakladé ohfivani vina v kalorimetru, coz pfi pouziti dobrého zdroje tepla vede k pomérné
vysoké presnosti. Na zavér bychom radi upozornili na nékteré bludy, které se v fesenich objevily.
Gymnazisté z Boskovic se domnivaji, ze ve viné dochazi k disociaci slozek podle hustoty, a tudiz
ve svrchnich vrstvach vina je vice alkoholu nez ve spodnich. Kdyby tomu tak skutecné bylo,
nebylo by mozné napft. skladovat vino v sudech, protoze poslednich par sklenicek ze sudu by
bylo smrtelnych.

Neékolik fesitelti projevilo obavy o vliv obsahu methanolu ve viné. Jak zndmo methanol je
prudky jed a i v malych davkich miiZe zptusobit oslepnuti a smrt. Komeréné vyrabéné lihoviny
obvykle obsahuji okolo 0,015 % obsahu methanolu, takze jeho vliv je mozné s klidem zanedbat.
Poslednim ¢asto zminovanym efektem je fakt, Ze pfi miseni kapalin neplati pfesné zakon séitani
objemt. To je sice pravda, ale opét jde o velmi okrajovy efekt. Zminéné bludy zde neuvadime
proto, aby se vSichni mohli od srdce zasmat nékterym resitelim. Jednou z nejdulezitéjsich
schopnosti v experimentalni fyzice je spravné urceni ruznych aproximaci. Pokud tedy néjaky
Fesitel napt. zanedbal obsah cukru a dalsich latek ve viné, ale pfitom bral zédkon s¢itani objemi
jako nepfesny, pak se dopustil vskutku chybné avahy.

Pracovni postup a vysledky méreni

Pro urceni podilu alkoholu ve viné jsme zvolili vylepSenou destila¢ni metodu. Vino budeme
ohrivat ve vodni lazni tak dlouho, az jeho teplota piekroci teplotu varu ethanolu, a poté zmé-
fime, kolik roztoku nam zbylo. To, co se z roztoku odpafilo, neni jen ethanol, ale i spousta vody.
Abychom zjistili, kolik se ji odpafilo, vloZzime do nadoby s vinem jesté mensi baitku s vodou
a zméfime, kolik vody se z ni béhem ohfivani odparilo. Zde pfedpokladame, ze vyparovani vody
a ethanolu jsou dva nezavislé déje a rovnéz Ze vyparovani vody nezavisi na podilu ethanolu
ani jinych latek v roztoku. Jako méfici pomicky nam bude stacit Supléra na méfeni hloubky
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a teplomér na orientacni uréeni teploty (teplomér neni pro méfeni ptili§ podstatny, v zdsadé
bychom se bez néj mohli obejit). Znaéné zjednodusenou destila¢ni soupravu lze snadno sestavit
z nékolika hrnct a sklenicky a ohfev zajisti kuchynsky sporak.

Celkem jsme provedli jedno pokusné a t¥i platnd meéfeni pokazdé s pul litrem krabicového
bilého vina ptivodem z Italie (snad). V rdmci dodrzeni zdkladnich pravidel bezpe¢nosti prace
jsme se neodhodlali zkoumany roztok ochutnat. Chyba v méfeni hladiny Suplérou je 0,1 mm, coz
se ve vysledku promitlo do chyby v urceni podilu 0,5 objemovych procent obsahu. Primérna
hodnota podilu alkoholu (bez korekce na odparovani vody) potom vysla wy = (16,1 + 0,5) %,
hodnota korekce wior = (5,2 £ 0,5) %, coz davé vyslednou hodnotu podilu w = (11,3 + 1,0) %.

Podrobnéjsi tidaje z méfeni zde neuvadime vzhledem k nizké reprodukovatelnosti experimentu.
Zaver

Uloha se dala s trochou fyzikalni Gvahy vyfesit jen s pravitkem a kuchyiiskym nacinim,
popfipadé teplomérem. Vysledek je vcelku uspokojivy, hodnota uvedend na obalu (10 %) sice
do naméreného intervalu nespadé, ale vzhledem k ptivodu vina je mozné mit o presnosti dané
hodnoty opravnéné pochybnosti. Vysledna presnost neni jisté idedlni, preciznéjsim méfenim by
se dala zmensit az o fad. Dulezité je, Ze méfeni neni zatizeno zddnou vyraznou systematickou

hybou. .
chybou Michael Komm
michael@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III.S ... aplikace statistické fyziky (5 bodi; primér 3,47; vesilo 15 student)
a) Pomoci podobné tivahy jako v prikladu v textu urcete, jaky tvar ma Gultbergiv-Waagetiv

zakon odpovida skutecnosti.

b) Z Maxwellova-Boltzmannova rozdéleni odvodte, jaké mocniné teploty je tumérnd stredni
kinetickd energie Castic plynu. Ovéfte si, Ze jste schopni stejnou metodou zjistit, jak zavisi
na teploté stiedni hodnota libovolné mocniny rychlosti.

¢) Mé&jme systém nezavislych spint, diskutovany v textu, o teploté Ty, ktery se nachdzi v mag-
netickém poli o velikosti B;. Nasledné systém adiabaticky zaizolujeme (tj. zavieme jej
do termosky, aby z néj nemohlo odchéazet zadné teplo) a budeme pomalu zmensovat mag-
netické pole az na hodnotu Bj. Kvalitativné vysvétlete, pro¢ se bude snizovat teplota
systému. Pokud mozno vypocitejte, jaka bude vysledna teplota Ts.

Napovéda. Prace vykonana na systému s magnetickym momentem M pfi malé zméné mag-
netického pole B o dB je dana vztahem dW = —M dB.
Zadal autor seridlu Matous Ringel.

vvvvvv

reakci ze seridlu. Aby se vychozi atomy mohly sloucit do molekuly, musi se soucasné srazit
dva atomy A a jeden atom B. Pravdépodobnost takové srazky je pfiblizné pfimo imeérna
poc¢tu atomi B a druhé mocniné poctu atomu A. To je zfejmé; o prvnim a druhém atomu A
se da totiz formalné uvazovat jako o atomu A a atomu C' a pravdépodobnost srazky t¥i
atomu A, B a C je zfejmé timérna koncentraci kazdého z nich.
Z fegeného vyplyva, ze ve vzorci pro jednoduchou reakci staéi nahradit n4 poétem n?,
takze Guldbergtv-Waagetuv zakon bude mit tvar
ning

=gexp(—E/KT) .
naAB
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Kazdy si nyni jisté snadno odvodi, Ze pro obecnou reakci typu v1 A1 +voAs+- -+ — w1 B1+
w2B2 + - - - bude v rovnovaze platit

R nE
W gexp (—E/kT)

Pokud jde o urceni rovnovazného stavu reakce, Guldbergiv-Waagetuv zakon plati do-
sti pfesné, pfinejmensim v tom smyslu, Ze kombinace koncentraci na levé strané je funkci
pouze teploty a tlaku. Tato funkce vsSak ve skute¢nosti nemusi byt pfesné exponencialni.
Nicméné predpovidané rychlosti reakci nejsou spravné ani ve smyslu zavislosti na koncen-
tracich. To je dtsledkem slozité dynamiky srazek, jichz se obvykle ti¢astni vice molekul
nez jen ty potfebné. Rozmyslete si napriklad, ze reakce A + B — AB vlastné neni sama
o sobé kinematicky mozné, nebot nemohou byt souc¢asné splnény zdkony zachovani hybnosti
a energie, ponévadz energie vazaného stavu je mensi nez energie dvou samotnych atomi,
a navic maji atomy na zac¢atku nenulovou hybnost. Aby mohla probéhnout, musi se objevit
néjaky prostiednik, ktery piebytec¢nou energii odnese ve formé své kinetické energie; timto
prostiednikem miuze byt naptiklad dalsi atom nebo vyzafeny foton. Dalsi pfi¢inou selhavani
je omezend platnost Boltzmannova vztahu pro nerovnovazné stavy.

b) Tato tloha $la vyfesit vulgdrni rozmérovou analyzou. VSimnéme si, ze se teplota vzdy
vyskytuje v kombinaci s k, tj. jako kT, kteryzto vyraz mé rozmeér energie. Vyraz (mv2) ma
také rozmér energie. Odtud snadno odvodime (v™) ~ T™/2.

K pocetnimu feSeni této ulohy nebylo tfeba umét vypocitat néjaky konkrétni in-
tegral, stacilo pouze umét provést nejtrividlné€jsi moznou substituci. Vyjdeme z Ma-
xwellova-Boltzmannova rozdéleni, jez jsme v seridlu psali ve tvaru

2
—C .2 _mv_
P(v)=C- v exp ( 2kT> ,

kde C je konstanta nezavisla na rychlosti (v seridlu jsme misto C' psali tmérnost). Pravdé-
podobnost, ze ¢astice bude mit rychlost o velikosti mezi v a v + dv, je P(v)dv.

Prvnim dilezitym krokem bylo uvédomit si, ze celkova pravdépodobnost ma byt jednot-
kové. Tedy 1 = [ P(v) dv. K tomu musime vhodné nastavit konstantu C. Zajimame se
vSak pouze o zavislosti na teploté, nepotfebujeme tudiz splnit rovnost. Integral rozepiseme
a zasubstituujeme v ném. Staci nam, aby integral vpravo nezévisel na teploté.

oo 2 3/2 oo 2 2
2 muv _ 2kT muv _mu m
/O ¢-o eXp(_sz)d”’C <m> /0 2kTeXp< 2kT>d<\/2kT”)'

Posledni vyraz je, pokud jde o teplotni zavislost, tmérny

C-TS/Q-/ (JzQe_QZdaNC-T3/27
0

nebot integral podle « jiz také na teploté nezévisi. Konstanta C' musi vyrusit teplotni
zévislost, plati tedy tumérnost C' ~ T3/ 2 a Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni véetné
teplotni zavislosti napiseme ve tvaru

2
P ~ T3/2,2 _mv )
(v) viexp | —o

13
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¢)
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Nyni jiz snadno uréime teplotni zavislost libovolné mocniny rychlosti. Stfedni hodnota
veli¢iny f(v) zavislé na rychlosti, je definovéna jako (f) = [, f(v) P(v) dv. Stfedni hodnotu
n-té mocniny rychlosti proto vypoc¢itame jako

0o 0o 2
ny _ " Ple) dy ~ T3/ / b2 _muty
(v™) /0 v" P(v) dv ) v" "  exp ory ) 4V

Nyni sta¢i zopakovat vySe provedeny postup (substituci), abychom dostali

(n+3)/2 oo 2\ (n+2)/2 2
W™ 32 2kT / muv exp _mw d m v) .
m o 2kT 2kT V 2kT

odkud

oo
(") ~ T2 / "™ da~ T2
0

Naprtiklad kinetickad energie je imérna druhé mocniné rychlosti, ¢ili stfedni hodnota kine-
tické energie v plynu je pfimo imérna teploté, jak nas ucili na stfedni skole.

Uloha se pro systém neinteragujicich spinti dala vytesit velice jednoduchou tivahou. Vétsi
Cast Fesitela vSak pocitala ochlazovani néjaké abstraktni latky ¢i idedlniho plynu, pfestoze
bylo v zadani jasné uvedeno, jaky systém se ma uvazovat.

Na kli¢ k feseni bylo mozno pfijit hned dvéma zpisoby. Ten jednodussi z nich vyuziva
zékon zachovani momentu hybnosti (tedy celkového spinu). JelikoZ je nas systém v termosce
adiabaticky zaizolovan, neinteraguje s okolim jinak nez prostfednictvim magnetického pole.
Magnetické pole samo o sobé v8ak v naSem systému nemuze preklapét spin (ten je preklapén
slabou interakci spinti mezi sebou), takze pfinejmensim celkovy spin (resp. magneticky
moment M) musi zistat zachovany. Tato ivaha vSak mtlize selhat v obecnéj$im systému,
nebot magnetické pole obecné méni projekci spinu (pfikladem je tzv. precese spinu, kdy
spin ¢astice jakoby rotuje kolem sméru magnetického pole).

Druhy zptsob vyuziva napovédy. Pfi odvozovani vztahi pro spinovy systém jsme uvedli,
Ze energie spinu v magnetickém poli je rovna —uB. Podivame-li se na vorec pro celkovou
magnetizaci M, snadno identifikujeme vyraz —M B jako (vnitini) energii systému spini
v magnetickém poli. V zadani ale bylo uvedeno, ze prace v magnetickém poli je dW =
= —MdB. Prvni termodynamicky zadkon mé pro adiabaticky izolovany systém (zadny
prenos tepla) tvar dE = dW = —M dB, avsak ze vzorce E = —M B uréime zménu ener-
gie jako dF¥ = —M dB — BdM. Porovnanim prvniho a druhého vztahu snadno zjistime,
ze dM = 0, ¢ili ze M se pii zmensovani magnetického pole neméni. Da se ukazat, ze tato
uvaha plati i pro libovolny homogenni izotropni systém.

Celkovd magnetizace M je monoténni funkci kombinace uB/kT. Zde p a k jsou kon-
stanty. Proto okamzité vidime, Ze pomér B/T je béhem ochlazovani konstantni. Pro koneé-
nou teplotu tedy bude platit

T =11 —=.

Tento vzorec ovsem evidentné nemuze zcela odpovidat realité. Kdybychom totiz naptiklad
snizili magnetické pole az na nulu, konecné teplota by také byla nulova; jednim z postulatt
(experimentalné dobfe ovéfenych) termodynamiky vSak je tvrzeni, Ze nulové teploty nelze
dosdhnout. A co by se teprve stalo, kdyby kone¢né pole mélo opaény smér nez pocatecni!

N4&s systém je nerealisticky v zanedbéani vSech interakci. Ve skuteéné latce vzdy dochézi
k interakcim spind mezi sebou i s krystalovou mrizkou; existuje jista velikost magnetického
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pole, pod kterou jiz neni stav latky urcen prevazné vnéjsim magnetickym polem. Pod
touto hranici jiz neplati podminka B/T = konst a teplota se s polem pfestava snizovat.
Efektivné to odpovida existenci malého vnitfniho magnetického pole By, pod které nelze
celkové pole v latce snizit, takze mezni koneénd teplota je ddna vzorcem T> = Ti - Bo/Bi.
Problém zaporného magnetického pole ve skutecné latce nenastéava, nebot v realistické verzi
se ve vztahu pro koneénou teplotou objevuji absolutni hodnoty magnetického pole.

Pokud pijdeme s B2 az do zapornych hodnot, nastane kuriézni situace: castéji budou
obsazeny hladiny s vySsi energii nez s nizsi energii (tj. vétsi ¢ast spind bude mifit proti
sméru pole), coz pfi kladné teploté odporuje Boltzmannovu vzorci i ,zdravému rozumu*.
Pokud ovem formalné takovému stavu pfifadime zapornou teplotu (jakou by pfedpovidal
odvozeny vzorec), vée bude v pofadku. S touto myslenkou poprvé prisel velky sovétsky
fyzik L. D. Landau ve svém kurzu teoretické fyziky.

Experimentalné 1ze zapornych teplot doopravdy dosdhnout. Podminkou je mit systém
nepfilis interagujicich spint (napi. systém jadernych spint v krystalu), které velice slabé
interaguji s krystalovou mfizkou. Pak je mozné na kratky ¢as (dokud ji tepelny kontakt
s mfizkou nenarusi) dosdhnout zaporné teploty spint.

Popisovana metoda chlazeni, nazyvana adiabatickd demagnetizace, se v praxi hojné vyu-
Zivé, nejCastéji na nékterych paramagnetickych solich. Adiabatickou demagnetizaci systému
jader lze ziskat teploty v fadu mikrokelvint.

Matous Ringel
matous@fykos.mff.cuni.cz
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Serial na pokracovani

Kapitola 5: Mnohocasticovy systém

V nasledujicich fadcich probereme chovani systému sloZzeného z mnoha identickych castic.
Uvazujme tedy systém s N neinteragujicimi identickymi ¢asticemi. Necht méa tento systém
energetické hladiny F; a v kazdém takovém stavu se nachazi n; ¢astic. Pijde ndm o to urcit
vlastnosti systému (vypo¢itat parti¢ni sumu) p¥i konstantnim poétu ¢astic N = > n,. Konfi-
gurace systému je jednozna¢né zadana pocty ¢astic n; v jednotlivych stavech. Parti¢ni suma
proto bude mit tvar

7= e ( -0k,

kde v prvni sumé s¢itdme pfes vSechny konfigurace, pro které plati Y n, = N. Ukazuje se, ze
v tomto tvaru je nemozné ziskat vyraz pro Z v uzavieném tvaru.

Misto feSeni takto slozitého problému budeme radéji uvazovat jiny model. S nasim systé-
mem spojime jakysi rezervoar Castic, ze kterého si systém muze Castice vypujcovat a naopak.
Podobny trik jsme uzili jiz pfi odvozovani Boltzmannova vzorce; tam jsme obesli pozadavek
neménnosti celkové energie pouzitim rezervoaru energie. Pfedpokladejme, Ze pro prechod ¢as-
tice z naseho systému do rezervoaru je potieba dodat energii p1. Stfedni pocet Castic v nasem
systému roste s rostoucim p. Vhodnym nastavenim této energie se ndm podaii zaridit, aby
stfedni pocet ¢astic v nddobé byl N. Na rozdil od pfedchoziho pfipadu zde pocet ¢astic neni
piresné N, nybrz kolem této hodnoty fluktuuje, a to s amplitudou amérnou v N. Relativni
fluktuace poétu Eastic (tj. vVN/N = 1/v/N) pak se variistajicim poétem &astic klesa k nule.

Odted muzeme pouzivat Boltzmanniv vzorec, ovSem s novymi energetickymi hladi-
nami E; — i, tedy celkovou energii £ = >, n;(E; — p). V parti¢ni sumé se pak nebude scitat
pies konfigurace s >, n; = N, nybrz pfes vSechny konfigurace n; =0,1,...

Z= ¥ e (=B - ) =TS exp(~Bni(E: — )
MN1,MNo,... 7 T Ny
Posledni rovnost potieba dikladné rozmyslet.

Zatim jsme nespecifikovali, jakych hodnot mohou nabyvat ¢isla n,;, tedy pocet Castic
ve stavu i. Ve skutecnosti existuji dvé ruzné fyzikalné dulezité moznosti. U jednoho druhu
Castic, takzvanych ,bosoni“, neexistuje zadné omezeni na pocet Castic v jednom stavu, takze
kazdé n; muze nabyvat hodnot 0,1,2,... Pro druhy druh ¢&astic, ,fermiony“, naopak plati, ze
v jednom stavu ¢ mize byt nejvyse jedna ¢astice, proto n; = 0, 1. Céstice se rozdéluji do téchto
skupin podle velikosti svého spinu. Céstice s celou hodnotou spinu (napft. foton) patii mezi
bosony a ¢&astice s polocelou hodnotou spinu (napf. elektron) patifi mezi fermiony. Ruzné
slozené castice, jako tieba atomové jadro ¢i atom sadm, muze patfit jak mezi fermiony, tak
mezi bosony, v zavislosti na celkovém spinu. Tento fakt se ukazal jako kli¢ovy pro vysvétleni
supravodivosti kovii a supratekutosti helia *He (jde o izotop helia s jednim neutronem), coz
na vhodném misté vysvétlime.

Nyni pfedevsim vypocitame parti¢ni sumu pro oba druhy ¢astic. Pro fermiony plati

Ze =11 2, exp(=fni(Ei = p)) = [T(L+exp (B(n = £2))) -

i n;=0, i
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Pro bosony je vypocet o néco slozitéjsi, musime totiz secist geometrickou fadu, coz nam snad
nedéla vétsi obtize; timto ziskame

Zo =11 3 exp(—Bni(Ei— p)) = 100~ exp ((2 — )]

i n;=0

Zavedeme novou veli¢inu Q) (tzv. termodynamicky ¢i Landauiiv potenciél) analogickou volné
energii v systému s konstantnim poctem ¢astic, a to vztahem Q2 = —kT In Z, kde Z je parti¢ni
suma s proménnym poctem ¢astic. Z potencialu 2 ptuijdou vypocitat vSechny zajimavé veliciny,
podobné jako jsme ve druhém dile pocitali napf. stfedni hodnotu energie ze znamé volné
energie F'.

V ptipadé proménného poctu ¢astic by nas obzvlasté zajimalo, jak souvisi ,,uméla“ energie
se stfednim poctem ¢astic (N). Podobnou procedurou jako ve druhém dile najdeme

SN-P(N) Y (Z,ni)exp (=X, fni(EBi—p)  10Z 99

W= 7 = Zon o

Tento postup lze aplikovat i na vypocet stfedniho poctu c¢astic v jednom urcitém kvantovém
stavu 4. Jen musime modifikovat 2 tak, ze do néj zapocitdme pouze prispévek od i-té hladiny
(modifikované Q oznac¢ime jako §2;). Pro fermiony ma §2; tvar Q; = —kT In(1+exp (8(n — Ey))),
pro bosony Q; = kT In(1 — exp (B(p — E;))). Z vypocitanych Q; jiz snadno ziskdme rovnici
pro stfedni pocet ¢astic v i-té hladiné

1

exp(B(Ei —p) +1
1

~exp (B(Ei —p) — 1

Tyto dva vzorce se ukéazaly jako naprosto klicové pro pochopeni vlastnosti svéta kolem
nas. Mnoho realnych systémi se da totiz modelovat jako systémy nepfili§ interagujicich ¢astic,
jejichz vlastnosti mizeme pocitat s pomoci vybudovaného aparatu.

VysSetfime zde pribéh téchto rozdéleni. Predevsim si povSimnéme, Ze se obé rozdéleni lisi
pouze znaménkem u jednicky ve jmenovateli. Jejich chovani v klasické limité, kdy je hustota
¢astic natolik mald, ze vSechna (N;) < 1, a tedy exponencidla ve jmenovateli mnohem vétsi
nez 1, musi byt tedy stejné, a to konvergujici k nam jiz zndmému Boltzmannovu rozdéleni.
Zapséano vzorcem tvrdime

(fermiony) ,

(bosony) .

(Ni) ~ exp (=B(E; — 1)) -

V opacném ptipadé, kdy je hustota castic velkd nebo teplota nizka, se tato rozdéleni budou
podstatné lisit. Budeme je diskutovat separatné.

Chovani fermionti

Bezprostiedni dulezitost ma obzvlasté Fermiho rozdéleni. Na ném totiz stoji cela teorie
pevnych latek. Pribéh tohoto rozdéleni je pro riazné teploty vynesen v grafu na obrazku 7.

Prirozenym méritkem energie je zde energie u, kterd se v tomto pripadé obvykle nazyva
Fermiho energii a znaci se Er. Energii £ = Er odpovida stfedni pocet ¢astic 0,5, ¢ili polovi¢ni
zaplnéni. Ve sméru rostoucich energii od Fermiho energie obsazeni stavii rychle klesa, nao-
pak ve sméru klesajicich energii rychle roste az k jednicce. V idealnim pfipadé nulové teploty
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by vsechny stavy s energii £ < Er byly zaplnény a vSechny stavy s £ > Er by byly prazdné.
Mzeme také odhadnout typickou $itku tohoto rozdéleni. Pri nizkych teplotach existuje jakési
,2more“ zaplnénych stavii, z néhoz je urcita ¢ast ¢astic excitovana nad Fermiho energii. Excito-
vény jsou Castice z okoli Ew o Sifce typicky 1/8 = kT (jediné tehdy je exponencidla srovnatelna
s jednic¢kou ve jmenovateli). Teplota zavedend vztahem kTr = Er se nazyva Fermiho teplotou;
tato teplota je predélem mezi klasickym a kvantovym chovanim.

(n)
1,0 W
5 \ ! Ty=3-T,
T35 =50 - T;

3 3 1

0,5 1
0 \ E
0 © 20
Obr. 7

Teorie pevnych latek pracuje s plynem elektronti, fidicich se Fermiho rozdélenim. Elektrony
v kovu se chovaji jako vlny (vlnové ¢asticova dualita). Rovnice kvantové mechaniky pfipoustéji
ruzna Feseni s ruznymi energiemi. Typicky se stava, ze mnoho stavi méa stejnou energii. Nas za-
jima zejména situace, kdy jsou elektrony popsany vlnovymi vektory rtiznych sméra a velikosti.
Je to podobnai situace jako pri popisu fotont v krabici; tam byly pfipustné hodnoty vlnového
vektoru urceny pozadavkem nasklddani celého poctu pilvin. V nejjednodussim modelu pevné
latky muzeme pouzit pfesné tutéz predstavu. Oproti fotonim se situace lisi pouze vypoctem
energie. Energie se vypoéita pomoci klasického vzorce E = p®/2m, kam za p dosadime velikost
vektoru p, jenz souvisi s vlnovym vektorem piislusné de Broglieovy vlny elektronu jako p =
= hk. Z tohoto stejnym postupem jako pfi vypoctu hustoty stavi fotoni v krabici vypocteme
veliéinu g(E) (hustotu stavi), souvisejici s po¢tem stavii s energii mezi E a E + dF vzorcem
dN = g(F)dE. Pti teploté T = 0 jsou vSechny stavy s energii F < Er zaplnény; vektor hyb-
nosti kazdého elektronu tudiz lezi v kouli o poloméru pr (nazyvaném Fermiho hybnost), ktery
je s Ep svazan vztahem p? /2m = Ep. Pii zvySovani teploty se povrch koule ,rozmazava“ podle
Fermiho rozdéleni. Fermiho teplota pro kovy je fadové 10*-10° K, coz je teplota daleko vétsi
nez pokojova. Jen mald ¢ast elektront ve skutecném kovu je pfi pokojové teploté excitovana.

Touto argumentaci se vysvétlil dalsi paradox klasické fyziky. V minulém dile seridlu jsme
urcovali tepelnou kapacitu krystalu na zékladé ekviparti¢niho teorému. Nicméné z nasi avahy
jsme zcela vynechali elektrony. Ty jsou sice daleko leh¢i nez jadra, nicméné i ony by mély kazdy
nést svoji energii 3kT'/2; vtip ekviparti¢niho teorému je pravé v tom, ze stfedni energie nezavisi
na hmotnosti! Pfispévek elektronii k tepelné kapacité v této formé se ovSem nepozoruje. Nyni
jiz vime pro¢. Za pokojovych teplot je vétsina elektronti uvéznéna ve Fermiho kouli. Tepelného
pohybu se ucastni jen excitované elektrony, tedy jen mald ¢ast elektront z okoli povrchu této
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koule. D& se ukazat, ze pfispévek elektronid k tepelné kapacité je pfimo tmérny teploté, coz
dobte odpovida skutecnosti.

Plyn elektront mé dalsi zajimavou vlastnost. Jelikoz cCastice uvéznéné ve Fermiho kouli
maji nenulovou hybnost, vykazuji vzdy nenulovy tlak, a to i pfi nulové teploté. Stavova rovnice
elektronového plynu méa pro nizké teploty tvar PV = 2/5RTr, pfi¢emz na rozdil od idedlniho
plynu prava strana nezavisi na teploté.

Lepsi modely kovi musi brat do tvahy dalsi dva fakty. Predevsim krystal nemusi byt
izotropni. To vede k deformaci Fermiho koule do mnohem slozitéjsich tvart. Za druhé vektory
hybnosti nemusi vyplinovat celou Fermiho kouli. Tento problém je skute¢né aktualni a jeho vzeti
do tvahy je zakladem teorie polovodic¢u. Zakladni myslenka spoc¢iva v tom, Ze pripustné energie
elektront lezi v urcitych disjunktnich intervalech, tzv. energetickych pasech. Fermiho koule se
pak zméni na systém soustfednych ,mezikouli“, mezi nimiz se nemiZe nachézet zadny vektor
hybnosti. Oblastem energie s absenci feseni se fikd zakdzané pdsy. Vznikaji diky interakci
elektronti s m¥izkou (pfedstavujici periodicky potencial). Elektron pfi plisobeni vnéjsiho pole
vykazuje v tomto pFipadé jinou (efektivni) hmotnost; stavy uprazdnéné excitovanymi elektrony
se mohou chovat jako Castice s opa¢nym nabojem, tzv. diry.

Rozhodujicim ¢initelem pro zafazeni daného krystalu podle vodivosti mezi izolatory, vodice
¢i polovodice je zaplnénost nejvyssiho energetického pasu. Pokud je nejvyssi obsazeny péas témér
zaplnény a od nasledujiciho pasu oddéleny dostatecné sirokou mezerou, bude se krystal chovat
jako izoldtor. Elektrické pole totiz nemtize zménit hybnost elektronii, nebot téméf vSechny
dostupné stavy jsou obsazeny a jejich hybnost dana. Samoziejmé, pfi nenulové teploté budou
vzdy existovat (dle Fermiho rozdéleni) elektrony i ve vyssich pasech, nicméné bude jich velice
maélo (jejich pocet exponencialné ubyva se vzdalenosti od Fermiho energie). Pokud je nejvyssi
pas jen Castecné zaplnén, mohou byt elektrony s nejvyssi energii excitovany do stavii s hybnosti
mifici proti sméru vnéjsiho elektrického pole, budou tedy vykonavat usporadany pohyb —
elektricky proud.

Kovy se vyznacuji tim, ze jejich nejvyssi pas neni zaplnén ani pii nulové teploté. Polovodice
maji pfi nulové teploté svrchni pas zcela zaplnény, avsak jejich zakdzany pas je natolik uzky,
Ze je pfes n&j mozné excitovat elektrony jiz pfi rozumnych (napt. pokojovych) teplotach. Pfi
vysokych teplotach vedou elektricky proud vSechny latky.

Dalsi informace o pasové struktufe pevnych latek muizete najit v ro¢ence Fykosu z ro¢niku
1999/2000.

Chovani bosonii

Dale prejdeme k diskuzi rozdéleni bosonti, tzv. Boseho-Einsteinova rozdéleni. Pfi zmenso-
vani teploty (a tedy zvétsovani 3) bude chovéani uréovat rozdil E; —p v argumentu exponencialy.
Z pozadavku konvergence parti¢ni sumy vSak pro bosony plyne podminka p < 0. Rovnost zde
nastavé pro fotony. To znamend, Ze foton lze do systému piidat bez vynaloZeni energie. Fotonu
ve skutecnosti neni néjaké urcité mnozstvi. Fotony vznikaji a zanikaji a jejich pocet, stejné
jako rozdéleni podle energii, jsou diktovany pouze podminkou termodynamické rovnovahy.

Pii nizké teploté se vétsina ¢astic soustiedi v okoli zdkladniho stavu (s energii E; = 0),
nebot pouze pro energie blizké zadkladnimu stavu exponencidla ve jmenovateli nediverguje. Bo-
sony se tedy diky svému spinu jakoby pritahuji, snazi se dostat se do stejného stavu a chovat
se kolektivné. Tomuto jevu se ikd Boseho-Einsteinova kondenzace. Nicméné nejde o konden-
zaci ve smyslu prostorovém (podobnou napi. krystalizaci); ¢astice se soustfedi ve stavu se
stejnou (nulovou) hybnosti. K pfechodu ke kolektivnimu chovani dochazi nahle p¥i urcité tep-
loté Tc ~ (h2 / km) (N/V)%3. V kritické teploté je nespojita derivace tepelné kapacity, takze
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jde o fazovy prechod. Bosonovy plyn vykazuje zajimavou vlastnost, totiz Ze jeho tlak pfi teplo-
tach T' < T nezavisi na objemu. Nas to jisté neprekvapi, ponévadz vime, Ze se témér vsechny
Castice nachéazeji v zakladnim stavu s nulovou hybnosti.

Indicky fyzik S. A. Bose a A. Einstein jev teoreticky predpovédéli jiz v roce 1924, nicméné
nikdo jej nepovazoval za redlny. Az v roce 1930 se F. London pokusil vysvétlit supratekutost
helia *He, coz je izotop helia se dvéma neutrony a celkov§m spinem celo&iselngym. Suprateku-
tost je jev, kdy v silné ochlazeném heliu vymizi tfeni, a helium tedy muze téci bez odporu.
Absence tfeni je ekvivalentni tvrzeni, Ze se supratekuté helium pfi dostateéné malych rych-
lostech (tj. malych energiich interakce) nenechd excitovat do stavil s vyssi energii. Nicméné
Boseho-Einsteintv kondenzat neni supratekuty, nebot jej lze excitovat libovolné malou ener-
gii. Navic je pro popis supratekustosti nevhodny kvuli zanedbani interakci mezi jednotlivymi
Casticemi; naproti tomu castice helia spolu silné interaguji. Kli¢ovou vlastnost — kolektivni
chovani — maji vSak tyto systémy spolecnou.

Supratekuté je i helium *He (kapalina fermioni, diky poloéiselnému spinu tohoto izotopu).
To by se mohlo zd4t paradoxni, nebot jak zanedlouho uvidime, fermiony se naopak odpu-
zuji; v jednom stavu muze byt nanejvySe jeden fermion. Ackoliv supratekutost nelze vysvétlit
pouze Bose-Einsteinovou kondenzaci, nutnou podminkou je kolektivni chovani ¢astic. Podobny
problém vyvstava v teorii supravodivosti, kde pod urcitou teplotou zmizi elektricky odpor né-
kterych kovt. Zda se, jako by dochazelo k ,supratekutosti plynu volnych elektront v krystalu,
tedy ke kolektivnimu chovani. AvSak elektron je fermion!

Tento rozpor byl vyfeSen v teorii supravodivosti pani Bardeena, Coopera a Schrieffera,
zalozené na myslence, ze se elektrony diky vhodné interakci s krystalovou miizkou mohou
efektivné pritahovat a vytvaret tak vazany stav, tedy jakousi novou éastici, tzv. Cooperuv par.
Tato nova castice bude mit coby slozenina dvou ¢astic s polociselnym spinem spin celoc¢iselny,
a bude tudiz bosonem. Bosony se vsak mohou chovat kolektivné a k paradoxu nedochazi.

Uloha V.S ... ferimony a bosony

a) Najdéte hustotu stavii g(E) pro volné elektrony a pomoci ni urete vztah mezi poétem
elektronti a Fermiho energii pfi nulové teploté. Zjistéte, jak musi zaviset Fermiho energie
na teploté (pfi nevelkych teplotach), aby byl pocet elektront konstantni. Nakonec odhad-
néte pocet excitovanych elektrond pii pokojové teploté.

Napovéda. Nechte se inspirovat minulymi dily seridlu a tilohami k nim.

b) Urdete zavislost p na teploté pfi malych teplotdch a konstantnim poctu ¢astic v systému
stejnych bosonti. Najdéte teplotni zavislost poctu excitovanych bosont pfi nizkych teplo-
tach.
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Kategorie ctvrtych rocniki

jméno skola 1234PES III % X

Student Pilny MFF UK 4 443 4 8 5 32 100 100

1. Marek Pechal G Lesni ¢tvrt, Zlin 43532 87 32 96 96

2. Tomads Bednarik Masarykovo G Vsetin 2432 4 8 3 26 8, 84

3. Libor Sachl G Terezy Novakové Brno 031-2 5 — 11 66 55

4. Marek Scholz G F. Palackého, Neratovice - 4 — — — 8 — 12 75 51

5. Petra Mald G Moravsky Krumlov 12 - -0 6 — 9 71 49

6. Roman Derco G dukl. hrdinov, Svidnik - 413 - — — 8 7/ 48

7. Vojtéch Molda Masarykovo G Vsetin -4 -1 - 7 - 12 68 46

8. Jan Vana G Lesni ¢tvrt, Zlin 031-0 3 — 7 65 45

9. Martin Kostejn G a SPgS Liberec 2312 2 — — 10 60 39
10.-11. Martin Konecny G Boskovice - - - - - - = 0 66 38
Jenda Valdsek G Broumov -3 -3 -7 - 13 75 38

12. Ales Podolnik G Kapitana Jarose, Brno 2322 - 8 - 17 71 34

13. Lukads Stritesky Masarykovo G Vsetin 1413 4 8 3 24 73 32

14. Petr Bezmozek Dvordk SPS Jihlava - - - = = - 0 71 29

15. Tomds Jirotka G J. Vrchlického, Klatovy -4 -2 0 — — 6 69 27
16.—17. Jan Bednar COP Hronov -4 - - 3 - - 7T 73 24
Zuzana Pébisovd G Tajovského, B. Bystrica - - - - = - - 0 65 24

18. Adam Prenosil G Sladkovského n. Praha - 21 - - - - 3 62 23
19.—20. Jiri Sperka GOA Blansko - - =--0 - - 0o 75 21
Peter Vanya G Ludovita Sttra, Trenéin 10 --07 - 8 36 21

21.—22. Miroslav Hruby Biskupské G, Brno - - - - - 0 69 20
Jan Mikulds G B. S. Timravy, Lucenec - - - - - - = 0 80 20

23. Rushil Goel - - - - - - - 0 76 16

24. Monika Josiekovd G Cesky Tésin - - - = - - - 0 60 12

25. Martin Slezdk G Vlasim -3 - - - - - 3 63 10
26.—28. Miroslav Jandcek G a SPgS Liberec - - - - 0 50 6
Jakub Klener G J.Jungmanna, Litoméfice — - — — — — — 0 50 6

Hana Vitovd G Bystrice n. Pern. 2 -1 - - - 3 40 6

29. Ladislav Stépdnek - - - - - - - 0 100 4

30. Darja Suchd G Kladno -2 - - - - - 2 50 2

31. Ondrej Bilka G Lesni ¢tvrt, Zlin - - - - - - 0 13 1
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Kategorie tretich rocniku

jméno skola 1234PES III % X

Student Pilny MFF UK 4 443 4 8 5 32 100 100

1. Pavel Motloch G Petra Bezruce, Frydek-Mistek 4 4 3 3 1 8 6 29 92 92

2. Jakub Benda G Jana Nerudy, Praha 2522 2 8 4 25 79 75

3. Martin Formdnek G Uherské Hradisté 2333 - 8 — 19 78 67

4. Tomas Bzdusek G Piestany 15123 0 4 16 65 62

5. Daniel Simsa G J. Jungmanna, Litoméfice 24 -2 - 8 3 19 79 61
6.—7. Jan Jelinek G Konstantinova Praha 35131 8 3 24 65 59
Pavol Pseno G Ruzomberok 4 4 -2 4 7 — 21 72 59

8. Peter Berta G Velké KapusSany 2213 2 6 - 16 69 53

9. Lukads Malina G Ch. Dopplera, Praha -5 - = -7 - 12 87 46

10. Marek Kaleta G Terezy Novakové Brno 221 - -8 - 13 66 41
11.-12. Hana Jirkd G Terezy Novakové Brno 2 - -1 2 6 - 11 61 37
Radim Pechal SPSE Roznov p. R. -3120 7 - 13 63 37

13. Krystof Touska G J. Vrchlického, Klatovy 2 - -11 - - 4 60 34

14. Ondrej Bogar G Ludovita Sttra, Trenéin 21 --16 - 10 67 32

15. Marek Bukdcek G Havlic¢ktv Brod 111 -2 1 - 6 46 28
16.—17. Jana Lochmanovda G Chodovicka, Praha 1 --10 6 - 8 39 24
Jana Przeczkovd G Komenského Havifov - - - - - - - 0 44 24

18. Martin Stys COP Hronov 11-13 - - 6 43 20

19. Lukds Novotny G J. K. Tyla, Hradec Kralové -4 - - - - 4 86 18
20.—21. Frantisek Batysta G J. V. Jirsika, C. Budéjovice - - - - - - - 0 100 17
Jaroslava Lavkovd G Poprad - - - - - - - 0 68 17

22. Jakub Prouza COP Hronov 22 - - - - - 4 44 16

23. Matéj Korvas G Jaroslava Seiferta, Praha 13 --0 - - 4 48 14

24. Jakub Vodnansky G Broumov 2 - - - - - - 2 50 12

25. Jan Strdnsky G Dobruska - - - - - = = 0 45 10

26. Premysl Sramek G Dasicka, Pardubice - - - - - - - 0 89 8

27. Martin Berka G Moravska Trebova - - - - = = = 0 29 7

28. Jdn Hreha G Liptovsky Hradok - - - - - - - 0 46 6
29.-30. Hana Lesdkovd G Konstantinova Praha - - - - = = = 0 50 4
Jakub Loucky G Pisek - - - - = - - 0 2 4

31.—32. Petr Dvorak G N. Mésto n. M. - - - - - - - 0 50 2
Michal Pavelka G Strakonice - - - - = - - 0 50 2
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Kategorie druhych rocnikii

jméno skola 1234PES III % X

Student Pilny MFF UK 4 443 4 8 5 32 100 100

1. Jakub Michdlek G Jana Keplera, Praha 25331 7 4 25 91 91

2. Lukds Vitovec PCG Karlovy Vary 2323173 21 64 59

3. Lukads Drapal G Ch. Dopplera, Praha 2 - -1 2 8 2 15 63 47
4.—5. Viadimir Boza G D. Tatarku, Poprad 12130 - — 7T 64 41
Zdenék Vais G Boskovice -3 --1175 16 75 41

6. Marek Necada G Jihlava -3 1 - - - 4 76 35

7. Juraj Hartman G Néachod 2433 4 6 - 22 79 34
8.—9. Iva Kocourkovd G ndm. TGM Zlin - - —--1 7 - 8 56 28
Lucie Pospisilovd G Matyase Lercha, Brno 1 -0-17 - 9 57 28

10.—11. Jan Hermann G Cesky Krumlov - - - - - - - 0 98 27
Petr Sedivy G Dasicka, Pardubice 21102 2 — 8 32 27

12. Helena Svobodovd G Ch. Dopplera, Praha 211 -012 7T 36 26

13. Dalimil Mazdcé G Jana Keplera, Praha 2423 3 7 3 24 75 24

14. Tomds Talanda G Tisnov 2 - -31 2 - 8 51 18

15. Katarina Rozvadskd G Tudovita Stara, Trendin - - - - - - - 0o 52 17
16.—17. Matéj Bitnar COP Hronov 1 ---0 - - 1 30 10
Jiri Sedldk G Boskovice 13 --1 3 - 8 3 10

18. Zuzana Jungrovd G Blovice - - - -1 - 1 38 8

19. Jan Valdsek G Ch. Dopplera, Praha - - - = - - - 0 50 6

20. Petra Navrdtilovd COP Hronov - - - - - - - 0 25 5
21.—22. Jan Cervenka G Ostrava - Zabteh 2 - - - 2 - - 4 50 4
Michaela Kubinovd G Ostrava - Zabtreh 2 - - - 2 - - 4 50 4

23.—25. Vlastimil Danicek COP Hronov 1 ---0 - - 1 25 3
Lucie Kadrmanovd G Jesenik - - - - - - 0 33 3

Vojtéch Spuldk COP Hronov - - - - - - 0o 23 3

26. Martin Fliger COP Hronov - - - - - - - 0 0 0
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Kategorie prvnich rocnikd

jméno skola 123 P E I % =
Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 8 32 100 100

1. Lukds Cimpl G Frenstat pod Radhostém 211 2 1 7T 36 28
2. Katarina Bazovd G Ludovita Stara, Trenéin 1 2 - 3 7 13 56 27
3. Alzbéta Cernekovd G Ludovita Stara, Trendéin 2 1 — 1 - 4 53 24
4. Richard Polma G Mlada Boleslav 1 - 2 - - 3 48 20
5. Jan Sedek COP Hronov - - 3 - 3 48 14
6. Jana Figulovad G Ludovita Sttra, Trenéin 1 - - - - 1 65 13
7. Dana Suchomelovd G Ludovita Stara, Trenéin - - - 0o 75 12
8. Petr Motloch G P.Bezruce, Frydek-Mistek - - - 1 - 1 63 10
9. Lukds Vrablic SPS Hradec Kralové 10 - 2 - 3 24 9
10. Vojtéch Kaluza G P.Bezruce, Frydek-Mistek - - - - - 0 100 4
11.—15. Ondrej Chvostek G P.Bezruce, Frydek-Mistek - - - - - 0 38 3
Petr Kadéra G P.Bezruce, Frydek-Mistek - - - - - 0o 75 3
Jan Mertlik COP Hronov 1 - - 1 - 2 13 3
Jakub Moskor G P.Bezruce, Frydek-Mistek - - - - - 0o 75 3
Jiri Novak COP Hronov - - - - - 0 10 3

16. Ondrej Masny G P.Bezruce, Frydek-Mistek - - - - - 0 50 2
17. Martin Konecny - - - - - 0 0 0
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